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Introdugao
00000000

Equagoes diferenciais holomorfas

Sejam U um aberto de C e aq, ..., an € Oc(U).
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Equagoes diferenciais holomorfas

Sejam U um aberto de C e aq, ..., an € Oc(U).

Defin

Uma equacdo diferencial complexa de ordem n sobre U consiste em uma
expressao do tipo

Byl :y™ +any" U+ +ay=0

onde yll .= ;Tj. Uma solucdo para a equagdo € uma fung¢do holomorfa

f:U — C tal que E[f] = 0.
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Equagoes diferenciais holomorfas

Sejam U um aberto de C e aq, ..., an € Oc(U).

Definicao

Uma equacdo diferencial complexa de ordem n sobre U consiste em uma
expressao do tipo

Byl :y™ +any" U+ +ay=0

onde yll .= ;Tj. Uma solucdo para a equagdo € uma fung¢do holomorfa

f:U — C tal que E[f] = 0.

em U =C — {i,—i}.
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Introdugao
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Sistema homogéneo diferencial

Definindo Y; = y[jfl] para j = 1,...,n, resulta um sistema linear homogéneo
diferencial Y’ = A(z)Y onde Y = [Y1,---,Y,]" e
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Sistema homogéneo diferencial

Definindo Y; = y[jfl] para j = 1,...,n, resulta um sistema linear homogéneo
diferencial Y’ = A(z)Y onde Y = [Y1,---,Y,]" e

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A(z) =
0 0 0 0 1
—a1(z) —a2(2) —as(z) —an-1(2)  —an(2)
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Introdugao
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Sistema homogéneo diferencial

Definindo Y; = y[jfl] para j = 1,...,n, resulta um sistema linear homogéneo
diferencial Y’ = A(z)Y onde Y = [Y1,---,Y,]" e

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

O mapa y — Y estabelece uma bijecao entre o C-espago vetorial das
solugoes em U da equagdao diferencial Ely] com o C-espaco vetorial de

solugoes em U do sistema diferencial homogéneo linear Y = A(2)Y.
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Teorema fundamental

Sejam U C C um aberto simplesmente conezo e A(z) € My, (Oc(U)).
Considere o sistema diferencial Da : Y = A(2)Y e fizte zo € U e Yy € C™.
Entdo, existe tnica solucdo F = (f1(2), ..., fn(2))" com fi € Oc(U) tal que
F(Z()) = Yo.
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Teorema fundamental

Sejam U C C um aberto simplesmente conezo e A(z) € My, (Oc(U)).
Considere o sistema diferencial Da : Y = A(2)Y e fizte zo € U e Yy € C™.
Entdo, existe tnica solucdo F = (f1(2), ..., fn(2))" com fi € Oc(U) tal que
F(Z()) = Yo.

Nas condi¢Oes acima, existe uma matriz de solugdes
X(2) = [Xu1(2), -+, Xn(2)]

tal que
@ X;(z) sao solugdes do sistema D4 para todo i.
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Teorema fundamental

Sejam U C C um aberto simplesmente conezo e A(z) € My, (Oc(U)).
Considere o sistema diferencial Da : Y = A(2)Y e fizte zo € U e Yy € C™.
Entdo, existe tnica solucdo F = (f1(2), ..., fn(2))" com fi € Oc(U) tal que
F(Z()) = Yo.

Nas condi¢Oes acima, existe uma matriz de solugdes
X(2) = [Xu1(2), -+, Xn(2)]

tal que
@ X;(z) sao solugdes do sistema D4 para todo i.

o X(2) € GL,(Oc(1)).
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Teorema fundamental

Sejam U C C um aberto simplesmente conezo e A(z) € My, (Oc(U)).
Considere o sistema diferencial Da : Y = A(2)Y e fizte zo € U e Yy € C™.
Entdo, existe tnica solucdo F = (f1(2), ..., fn(2))" com fi € Oc(U) tal que
F(Z()) = Yo.

Nas condi¢Oes acima, existe uma matriz de solugdes
X(2) = [Xu1(2), -+, Xn(2)]

tal que
@ X;(z) sao solugdes do sistema D4 para todo i.

® X(z) € GL,(Oc(U)).
e Toda solugdo S(z) de D4 se escreve como S(z) = X(2)5(z0)
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Teorema fundamental

Sejam U C C um aberto simplesmente conezo e A(z) € My, (Oc(U)).
Considere o sistema diferencial Da : Y = A(2)Y e fizte zo € U e Yy € C™.
Entdo, existe tnica solucdo F = (f1(2), ..., fn(2))" com fi € Oc(U) tal que
F(Z()) = Yo.

Nas condi¢Oes acima, existe uma matriz de solugdes
X(2) = [Xu1(2), -+, Xn(2)]

tal que
@ X;(z) sao solugdes do sistema D4 para todo i.
e X(2) € GL,(Oc(U)).
e Toda solugdo S(z) de D4 se escreve como S(z) = X(2)5(z0)

Problema I. X(z) é algébrica sobre Q(z)?
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Reducao médulo p

Fixemos agora A(z) € M, (Q(z)) matriz com coeficientes racionais e
considere o sistema diferencial D : Y = A(2)Y.
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Reducao médulo p

Fixemos agora A(z) € M, (Q(z)) matriz com coeficientes racionais e
considere o sistema diferencial D : Y = A(2)Y.

Seja p € Z~o primo. Dizemos que o sistema diferencial Da admite boa
redugdo sobre p se existir B(z) € Mu(Z(2)) tal que B(z) ® Q = A(z).
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Reducao médulo p

Fixemos agora A(z) € M,,(Q(z)) matriz com coeficientes racionais e
considere o sistema diferencial D4 : Y = A(2)Y.

Seja p € Z~o primo. Dizemos que o sistema diferencial Da admite boa
redugdo sobre p se existir B(z) € Mu(Z(2)) tal que B(z) ® Q = A(z).

Defini¢ao (Cartier-van der Put)

A n-ésima do sistema diferencial Da € definida recursivamente pondo:
o Ao (Z) = In.
o Anii(2) = AL(2) + An(2)A(2).
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Reducao médulo p

Seja p um primo de boa redugdo para o sistema diferencial D 4.
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Reducao médulo p

Seja p um primo de boa redugdo para o sistema diferencial D 4.

A redugdo mddulo p do sistema Da consiste no sistema diferencial obtido
sobre Fp(2z) reduzindo todos os coeficientes que ocorrem em A(z) mddulo p.
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Reducao médulo p

Seja p um primo de boa redugdo para o sistema diferencial D 4.

A redugdo mddulo p do sistema Da consiste no sistema diferencial obtido
sobre Fp(2z) reduzindo todos os coeficientes que ocorrem em A(z) mddulo p.

Em char > 0 existe um critéri9 essencialmente simples para checar quando
um sistema diferencial D4 : Y = A(z)Y admite uma base de solugdes.
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Reducao médulo p

Seja p um primo de boa redugdo para o sistema diferencial D 4.

A redugdo mddulo p do sistema Da consiste no sistema diferencial obtido
sobre Fp(2z) reduzindo todos os coeficientes que ocorrem em A(z) mddulo p.

Em char > 0 existe um critér19 essencialmente simples para checar quando
um sistema diferencial D4 : Y = A(z)Y admite uma base de solugdes.

Teorema (Cartier-van der Put)

Seja A(z) € My (Fp(z)). Os sequintes sao equivalentes:
e D4 admite uma base de solugoes algébricas sobre Fp(z).
o D4 admite uma base de solugoes em Fp(z2).
o D4 admite uma base de solugoes em Fp((2)).
o Apy(z)=0
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Reducao médulo p e algebricidade

No caso do sistema diferencial E : y!!! = a(z)y sobre F,(z) temos uma
férmula explicita para a p-curvatura. De fato, é possivel mostrar que

Ap(z) = AP7U(2) + A(2)P
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Reducao médulo p e algebricidade

No caso do sistema diferencial E : 4!l = a(2)y sobre F,(z) temos uma
férmula explicita para a p-curvatura. De fato, é possivel mostrar que

Ap(z) = AP7U(2) + A(2)P

Teorema (Honda)

Seja E : ym = a(z)y um sistema linear homogéneo de posto 1 com
a(z) € Q(z). Os seguintes sao equivalentes:
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Reducao médulo p e algebricidade

No caso do sistema diferencial E : 4!l = a(2)y sobre F,(z) temos uma
férmula explicita para a p-curvatura. De fato, é possivel mostrar que

Ap(z) = AP7U(2) + A(2)P

Teorema (Honda)

Seja E : ym = a(z)y um sistema linear homogéneo de posto 1 com
a(z) € Q(z). Os seguintes sao equivalentes:

e Solugao fundamental de E € algébrica sobre Q(z).
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Reducao médulo p e algebricidade

No caso do sistema diferencial E : 4!l = a(2)y sobre F,(z) temos uma
férmula explicita para a p-curvatura. De fato, é possivel mostrar que

Ap(z) = AP7U(2) + A(2)P

Teorema (Honda)
Seja E : ym = a(z)y um sistema linear homogéneo de posto 1 com
a(z) € Q(z). Os seguintes sao equivalentes:

e Solugao fundamental de E € algébrica sobre Q(z).

o A p-curvatura de E @ F,, € zero para quase todo primo p.
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Reducao médulo p e algebricidade

No caso do sistema diferencial E : 4!l = a(2)y sobre F,(z) temos uma
férmula explicita para a p-curvatura. De fato, é possivel mostrar que

Ap(z) = AP7U(2) + A(2)P

Teorema (Honda)
Seja E : ym = a(z)y um sistema linear homogéneo de posto 1 com
a(z) € Q(z). Os seguintes sao equivalentes:

e Solugao fundamental de E € algébrica sobre Q(z).

o A p-curvatura de E @ F,, € zero para quase todo primo p.

o Sejaw = a(z)dz € qu}(z)/(@. Entdo, todos os polos de w tem ordem 1 e
com residuos em Q.
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y. Como os residuos da funcdo f(z) =1/2% +1

Considere E : y[/] =
ndo estdo em Q conclurmos via teorema acima que E ndo admite base de
solugoes algébrica sobre Q(z).

1
2241
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O caso geral é um problema em aberto conhecido como

Conjectura de Grothendieck-Katz I

Seja Ely] : Y0, ai(2)y™ um sistem de equagées diferenciais sobre C onde
ai(z) € Q(z). Entdo, os sequintes sio equivalentes:
e E[y] =0 admite n-solu¢oes C-linearmente independentes que sdo
algébricas sobre Q(z).
o Para quase todo primo p o sistema diferencial obtido por redug¢do
mod p, E[y] ® Fp, admite n-solugoes Fp(2")-linearmente independentes
que sdo algébricas sobre Fp(z).
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Introducgao
0000000

O caso geral é um problema em aberto conhecido como

Conjectura de Grothendieck-Katz I

Seja Ely] : Y0, ai(2)y"™ um sistem de equagées diferenciais sobre C onde
ai(z) € Q(z). Entdo, os sequintes sio equivalentes:
e E[y] =0 admite n-solu¢oes C-linearmente independentes que sdo
algébricas sobre Q(z).
o Para quase todo primo p o sistema diferencial obtido por redug¢do

mod p, E[y] ® Fp, admite n-solugoes Fp(2")-linearmente independentes
que sdo algébricas sobre Fp(z).

Conjectura de Grothendieck-Katz 11

Seja X uma variedade projetiva lisa sobre C e (F,V) uma equacao
diferencial em X. Suponha que para quase todo primo p a equac¢do
diferencial (Fp, Vp) em Xp, obtida por redug¢ao modulo p, possui
p-curvatura nula. Entdo, (F,V) € trivial, mddulo recobrimento etale.
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Campos em (C“,0)

@0000

Folheacoes em superficies: estrutura local

Seja U uma vizinhanca de @ := (0,0) € C? e denote por Oy o anel de
germes de fungoes holomorfas em Q). Sejam M o ideal maximal z,y um
sistema de parametros sobre Q.

impa



Campos em (C“, 0)
[ leJele]e]

Folheagoes em superficies: estrutura local

Seja U uma vizinhanca de @ := (0,0) € C? e denote por Oy o anel de
germes de fungoes holomorfas em Q). Sejam M o ideal maximal z,y um
sistema de parametros sobre Q.

Um campo holomorfo em U com singularidade isolada em 0 € uma
derivagao

D= a(xvy)aﬂc + b(x,y)ay € Derc((C[[m,y]D
tal que a(z,y),b(z,y) € Ov e Z(a(z,y),b(z,y)) = {(0,0)}.
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Campos em (C“,0)

@0000

Folheagoes em superficies: estrutura local

Seja U uma vizinhanca de @ := (0,0) € C? e denote por Oy o anel de
germes de fungoes holomorfas em Q). Sejam M o ideal maximal z,y um
sistema de parametros sobre Q.

Definicao

Um campo holomorfo em U com singularidade isolada em 0 € uma
derivagao
D = a(z,y)0x + b(z,y)dy € Derc(C|[z,y]])

tal que a(z,y),b(z,y) € Ov e Z(a(z,y),b(z,y)) = {(0,0)}.

Definicao

Seja C uma curva analitica irredutivel em descrita em torno de (0,0) pela
equagdo f(z,y) = 0. Dizemos que C ¢é invariante por D se D(f) € (f).
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Campos em (C“, 0)
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Folheacao associada

Seja v um campo em U com singularidade isolada em 0. Para cada

Q€U —{(0,0)} sejavg € ToU a diregio determinada pelo campo v. A
folheagao definida por v em U — {(0,0)}, denotada por F,, € a colecio dos
C-subespagos: {{(vQ)}oeu. Uma folha de F, é uma curva analitica C' em
U — {(0,0)} tal que ToC = vg para todo Q € C.
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Folheacao associada

Seja v um campo em U com singularidade isolada em 0. Para cada

Q€U —{(0,0)} sejavg € ToU a diregio determinada pelo campo v. A
folheagao definida por v em U — {(0,0)}, denotada por F,, € a colecio dos
C-subespagos: {{(vQ)}oeu. Uma folha de F, é uma curva analitica C' em
U — {(0,0)} tal que ToC = vg para todo Q € C.

o8

Figura 1: F, : 0z + y0y admite muitas folhas ”perto”de (0, 0)
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Integrais primeiras holomorfas

Uma classe importante de campos sao aqueles que admite integrais
primeiras holomorfas.

Seja v um campo holomorfo em (C?,0). Dizemos que f adamite uma
integral primeira holomofra em torno de Q se existir uma funcdo f € Ox
nao constante tal que v(f) = 0.
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Integrais primeiras holomorfas

Uma classe importante de campos sao aqueles que admite integrais
primeiras holomorfas.

Seja v um campo holomorfo em (C?,0). Dizemos que f adamite uma
integral primeira holomofra em torno de Q se existir uma funcdo f € Ox
nao constante tal que v(f) = 0.

A existéncia de integral primeira é uma condigdo forte para estrutura da
folheacao F,. De fato, nao é dificil verificar que

Seja Fo, a folheagdo definida por v em (C?,0). Suponha que F, admite uma
integral primeira holomorfa. Entdo,
o As folhas de F sao fechadas em U — {(0,0)}.

o Apenas um nidmero finito de folhas se acumulam em torno de 0.
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Integrais primeiras holomorfas: Critério topolégico

A reciproca da proposi¢do acima é um teorema

Teorema de Mattei-Moussu

Seja Fy a folheacdo holomorfa definida por um campo v em (C2,0).
Suponha que

o Apenas wm ndmero finito de folhas se acumulam em (0,0).
o As folhas de F, sdo fechadas em U — {(0,0)}.

Entdo, F, possui integral primeira holomorfa ndo constante f : U — C
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Modelos e redugao moédulo p

Seja

v = a(xz y)aﬂﬂ + b($7 y)ay
um campo em (C?,0). Escreva a(z,y) = D aijx'y?, bz, y) = > bija'y’
e denote por R[v] = Z[{ai,;, bi,; }] a Z-dlgebra por adjunc¢éo de todos os
coeficientes ocorrendo em v.
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Modelos e redugao moédulo p

Seja

v = a(z,y)0: + b(z,y)0y
um campo em (C?,0). Escreva a(z,y) = D aijx'y?, bz, y) = > bija'y’
e denote por R[v] = Z[{ai,;, bi,; }] a Z-dlgebra por adjunc¢éo de todos os
coeficientes ocorrendo em v.

Dizemos que v € de tipo finito sobre Z se R[v] € uma Z-dlgebra de tipo finito.
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Modelos e redugao moédulo p

Seja

v = a(z,y)0: + b(z,y)0y
um campo em (C?,0). Escreva a(z,y) = D aijx'y?, bz, y) = > bija'y’
e denote por R[v] = Z[{ai,;, bi,; }] a Z-dlgebra por adjunc¢éo de todos os
coeficientes ocorrendo em v.

Dizemos que v € de tipo finito sobre Z se R[v] € uma Z-dlgebra de tipo finito.

Seja R uma Z-dlgebra de tipo finito e M € Spm R um ideal mazimal.
Entao, R/M é um corpo finito.
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Modelos e redugao moédulo p

Seja
v = LL(J?, y)aar + b($7 y)ay

um campo em (C?,0). Escreva a(z,y) =Y, ; aiz'y’, b(z,y) =Y, P bija'y’
e denote por R[v] = Z[{ai,;, bi,; }] a Z-dlgebra por adjunc¢éo de todos os
coeficientes ocorrendo em v.

Dizemos que v € de tipo finito sobre Z se R[v] € uma Z-dlgebra de tipo finito.

Seja R uma Z-dlgebra de tipo finito e M € Spm R um ideal mazimal.
Entao, R/M é um corpo finito.

Se a,b € Clz, y] entao v = a(z,y)0> + b(z,y)dy € de tipo finito.
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Integrais primeiras e redugao médulo p

@0000

Integrais primeiras holomorfas: um critério aritmético

Sejam R uma k-algebra comutativa com char(k) =p > e v € Dery(R).
Entio, vP € Derk(R).

impa



Integ primeira > médulo p
0000

Integrais primeiras holomorfas: um critério aritmético

Sejam R uma k-algebra comutativa com char(k) =p > e v € Dery(R).
Entio, vP € Derk(R).

De fato, isso se segue da férmula v7(fg) = 37 _, (D)v*(£)v'"*(g) com

J =D
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Integrais primeiras holomorfas: um critério aritmético

Sejam R uma k-algebra comutativa com char(k) =p > e v € Dery(R).
Entio, vP € Derk(R).

De fato, isso se segue da férmula v*(fg) = 31 _, (D)v*(£)v'"*(g) com
Ji=n.

Sejam R um dominio de tipo finito sobre k e v € Dery(R). Dizemos que v €
p-fechada se vP = av para algum o € R.
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Integrais primeiras holomorfas: um critério aritmético

Sejam R uma k-algebra comutativa com char(k) =p > e v € Dery(R).
Entio, vP € Derk(R).

De fato, isso se segue da férmula v*(fg) = 31 _, (D)v*(£)v'"*(g) com
Ji=n.
Definigao

Sejam R um dominio de tipo finito sobre k e v € Dery(R). Dizemos que v €
p-fechada se vP = av para algum o € R.

Teorema

Seja R um dominio de tipo finito finito sobre k e v € Dery(R). Entdo, v é
p-fechada se e somente se admite uma integral primeira nao trivial i.e.
existe f € R — RP tal que v(f) = 0.
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Sejam v um campo holomorfo de tipo finito em (C?,0) e Q € Spm(R[v]) tal
que Q NZ = pZ para algum primo p. Denote por v, := v ® R/M a redugao
médulo M de v. A p-curvatura de v é definida pondo

p
Vp N U

Do) =575
x Y

€ R/ M([z,y]]
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egrais primeiras e redugao médulo p

Sejam v um campo holomorfo de tipo finito em (C?,0) e Q € Spm(R[v]) tal
que Q NZ = pZ para algum primo p. Denote por v, := v ® R/M a redugao
médulo M de v. A p-curvatura de v é definida pondo

A funcao aritmética associada ao campo v € definida pondo

Wy 2 Spm(R[v]) — Zso U {oo} M — ordo(Dp(v))

onde ordo(Dy(v)) :=sup{n € N | Dy(v) € (z,y)"}
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ao médulo p

Exemplo

Seja vo = x8, + aydy um campo em (C2,0) com a € C*. E bem conhecido
que a € Q se e somente se para uma quase todo primo p temos que o =
mod p. A p-curvatura nesse caso € dada por

Dy(v) = (@ —a)zy

Observagao

Se tomarmos oo = —p/q com p,q € Z>o coprimos seque que Vo admite uma
integral primeira holomofa. De fato,

v_psq(z?y?) = zpzP 'y — (p/q)qyz"y? " = 0.

Nesse caso, a p-curvatura € trivial para todo primo | tal que | # q.
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Um critério aritmético

Seja v um campo holomorfo de tipo finito em (C?,0)
v = a(w7y)693 + b(l‘7y)ay

Considere a matriz jacobiana associada Jv e denote por a; e az os
auto-valores associados a Jv(0).
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is primeiras e redugao médulo p

Um critério aritmético

Seja v um campo holomorfo de tipo finito em (C?,0)
v = a(w7y)693 + b(l‘7y)ay

Considere a matriz jacobiana associada Jv e denote por a; e az os
auto-valores associados a Jv(0). Dizemos que 0 é nao degenerada se
Q102 75 0.
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is primeiras e redugdo médulo p

Um critério aritmético

Seja v um campo holomorfo de tipo finito em (C?,0)
v = a(w7y)693 + b(l‘7y)ay

Considere a matriz jacobiana associada Jv e denote por a; e az os
auto-valores associados a Jv(0). Dizemos que 0 é nao degenerada se
Q102 75 0.

Seja v um campo holomorfo de tipo finito em (C?,0). Suponha que 0 seja
uma singularidade ndo degenerada com quociente de autovalores a € Q<o.
Entao, v ndo admite integral primeira holomorfa f : U — C se e somente
se Wy € uma fungdo limitada.

impa



Esbogo de prova

A idéia é utilizar um algoritmo que simplifica o campo v e comparar as
operagoes que sao realizadas sobre C e sobre F,. A comparacado é realizada
pela seguinte:

Proposicao

Seja v wm campo holomorfo em (C%,0) com parte linear vi = axd, — byd,
com a,b € Z coprimos. Sejam m € N e defina

D, := C — espago dos polomios em Clz,y] de grau < m.

Seja A = diag(a, —b) a matriz associada a parte linear de ev. Defina,

.p2 — D2  P,— JP,AX — AP, X

onde X = (z,y)t. Suponha que LG] seja um isomorfismo. Entdo, LE:;]T ]
p
um Fp, isomorfismo para todo primo p tal que m < [‘a b‘\fc‘zb]

impa



p-curvatura e algebricidade
9000000000000 0000000000

Folheagoes em variedades complexas

Seja X uma variedade complexa. Uma folheagdo holomorfa de codimensao
um em X consiste em uma colegdo {(Us)icr, (wi)icr, (9ij)u,,;#0} tais que

{Ui}:; é uma cobertura aberta de X.

o w; € le sao 1-formas em U, satisfazendo condigdo de integrabilidade
w; N dw; = 0.

codim(sing(w;)) > 2 para todo .

gij € O%x (Usj) e em Us; temos w; = gijwj.

impa
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Folheagoes em variedades complexas

Seja X uma variedade complexa. Uma folheagdo holomorfa de codimensao
um em X consiste em uma colegdo {(Us)icr, (wi)icr, (9ij)u,,;#0} tais que
o {U;}; é uma cobertura aberta de X.

o w; € le sao 1-formas em U, satisfazendo condigdo de integrabilidade
w; N dw; = 0.

e codim(sing(w;)) > 2 para todo i.

e gij € O%x(Uij) e em Us; temos w; = gijw;.
Dada uma folheacdo {(U;,ws, gi;)} obtemos naturalmente os seguintes
feixes Tr e Nx que sdo definidos em cada aberto U; pondo

T_FI:{UGT){"L'U(U/L':O}(—)TX

Ny = Ann(Tr) = {w € Qx | iyw = 0V € T} — QX

Sao chamados de o feixe tangente e conormal de F respectivamente. A
condigdo de integrabilidade implica que Tx é fechado por colchete de Lie.

impa
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Folheacoes holomorfas em P

Teorema de Chow folheado

Uma folheacdo holomorfa F de codimensdo 1 de P¢ pode ser definida por
uma forma homogénea projetiva war1 =y .-, Aidx; em C™"* com

A; € Clzo, ..., Tn]a+1 e codim sing(w) > 2.

d := grau da folheacéo F.

impa ,
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Folheacoes holomorfas em P

Teorema de Chow folheado

Uma folheacdo holomorfa F de codimensdo 1 de P¢ pode ser definida por
uma forma homogénea projetiva war1 =y .-, Aidx; em C™"* com

A; € Clzo, ..., Tn]a+1 e codim sing(w) > 2.

d := grau da folheacéo F.

Figura 2: Folheagoes de grau 0,1 e 2

impa ,
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Usando a sequencia exata de Euler,
00— Q[lzzg — @O]}»g(*l) — O]p(zb —0

vemos que uma secao global de H°(Pg, Qér (d 4 2)) se identifica com uma
1-forma homogénea w em C"! de grau d + 2 que satisfaz a condicdo de
Euler irw = 0 (projetividade) onde

=0

impa
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Usando a sequencia exata de Euler,
00— Qég — @O]}»g(*l) — O]p(zb —0

vemos que uma secao global de H°(Pg, Qér (d 4 2)) se identifica com uma

1-forma homogénea w em C"! de grau d + 2 que satisfaz a condicdo de

Euler irw = 0 (projetividade) onde

=0

Assim, o conjunto de folheagbes de codimensao 1 em P¢ se identifica com o
seguinte conjunto

Fola(PE) := {[w] € P(H° (P, Qﬂl-,ag (d+2))) | w Adw = 0 e codim(sing(w)) > 2}

que é um localmente fechado em P& onde N = h°(P", Qpn(d + 1))) — 1.

impa
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Folheagoes em P}

Seja k um corpo algebricamente fechado e n > 2. Uma folheagao de
codimensao 1 de grau d em Py € um elemento da variedade

Fola(Pr) := {[w] € P(H"(Pk, Qpp (d+2))) | w A dw = 0 e codim(sing(w)) > 2}

impa
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Folheagoes em P}

Seja k um corpo algebricamente fechado e n > 2. Uma folheagao de
codimensao 1 de grau d em Py € um elemento da variedade

Fola(Pr) := {[w] € P(H"(Pk, Qpp (d+2))) | w A dw = 0 e codim(sing(w)) > 2}

Assim, uma folheacdo de codimenséo 1 em P} é representada por 1-forma
projetiva
w = Aodzo + - + Andzy

onde Ao, -, Ap € k[zo, ..., Tn]d+1 € sing(F) := Z(Ao, A1,--- , Ay) com
codim(sing(F)) > 2.

impa ,
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Solugodes algébricas

Seja F uma folheagao de codimensao 1 em Py definida por w. Uma
hipersuperficie irredutivel X = Z(F) C Pi; é invariante por F se

w A dF € (F)

impa
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Solugodes algébricas

Seja F uma folheagao de codimensao 1 em Py definida por w. Uma
hipersuperficie irredutivel X = Z(F) C Pi; é invariante por F se

w A dF € (F)

Problema

Seja F € Fol(Py).
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Solugodes algébricas

Seja F uma folheagao de codimensao 1 em Py definida por w. Uma
hipersuperficie irredutivel X = Z(F) C Pi; é invariante por F se

w A dF € (F)

Problema

Seja F € Fol(Py).

- F admite uma hipersuperficie F-invariante?
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Solugodes algébricas

Seja F uma folheagao de codimensao 1 em Py definida por w. Uma
hipersuperficie irredutivel X = Z(F) C Pi; é invariante por F se

w A dF € (F)

Problema
Seja F € Fol(Py).

F admite uma hipersuperficie F-invariante?

Se existir uma solugdo algébrica, o que podemos dizer sobre o grau?

impa



00000@0000000000000000

Seja F € Foly(Py) com char(k) =p > d+ 2. Suponha que F seja nao
p-fechada. Entdo, F admite uma solucdo algébrica de grau no mdximo
pd+d+ 2.

impa
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Seja F € Foly(Py) com char(k) =p > d+ 2. Suponha que F seja nao
p-fechada. Entdo, F admite uma solucdo algébrica de grau no mdximo
pd+d+ 2.

Uma folheagdo genérica de grau d em P2 ndo admite solugées algébricas.
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Seja F € Foly(Py) com char(k) =p > d+ 2. Suponha que F seja nao
p-fechada. Entdo, F admite uma solucdo algébrica de grau no mdximo
pd+d+ 2.

Uma folheagdo genérica de grau d em P2 ndo admite solugées algébricas.

Teorema (Pereira)

Uma folhea¢do nao dicritica em P¢ para n > 4 possui uma solu¢do algébrica.

impa



p-curvatura e algebricidade
000000@000000000000000

Limitacao do grau

Problema de Poincaré

Sejam k um corpo de caracteristica p > 0 e F uma folheacdo em P}. Seja
X = Z(F) uma hipersuperf 1 zida que € F-invariante. le uma
cota para deg(X) dependendo apenas de deg(F)?

impa
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Limitacao do grau

Problema de Poincaré

Sejam k um corpo de caracteristica p > 0 e F uma folheacdo em P}. Seja
X = Z(F) uma hipersuperficie reduzida que é F-invariante. Eziste uma
cota para deg(X) dependendo apenas de deg(F)?

Caso "facil”:

Suponha que X seja nao singular e que p t deg(F) + 2. Entdo,

deg(X) < deg(F) + 1.

impa
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Limitacao do grau

Problema de Poincaré

Sejam k um corpo de caracteristica p > 0 e F uma folheagdo em P}..
X = Z(F) uma hipersuperficie reduzida que é F-invariante. E

cota para deg(X) dependendo apenas de deg(F)?

Caso "facil”:

Proposicao

Suponha que X seja nao singular e que p t deg(F) + 2. Entdo,

deg(X) < deg(F) + 1.

Teorema de Carnicer

Seja F uma folheagdo ndo dicritica em P%. Entdo, deg(X) < deg(F) + 2
para qualquer curva algébrica reduzida F-invariante.

impa
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p-Curvatura de folheagoes em P2

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > d + 2. Seja F
uma folheacdo de grau d em P? definida pela 1-forma projetiva

w = Z?:o A;dz;. A condi¢do de projetividade irw = 0 implica que existem
L,M,N € k[zo,x1,z3]at1 tais que

A() :IEQM*lTlN A1 :CE()wazL A2 :l'lLf:EoM
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p-Curvatura de folheagoes em P2

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > d + 2. Seja F
uma folheacdo de grau d em P? definida pela 1-forma projetiva

w = Z?:o A;dz;. A condi¢do de projetividade irw = 0 implica que existem
L,M,N € k[zo,x1,z3]at1 tais que

A() :IEQM*lTlN A1 :CE()wazL A2 :l'lLf:EoM

A tripla (L, M, N) determina um campo vetorial em k>:
v = L0y, + MOy, + N0y, e tal campo satisfaz

tow = LAg+ MA; + NA> =0

Diremos que v é um campo que define F.
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p-Curvatura de folheagoes em ]P’f

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > d + 2. Seja F
uma folheacdo de grau d em P? definida pela 1-forma projetiva

w = Z?:o A;dz;. A condi¢do de projetividade irw = 0 implica que existem
L,M,N € k[zo,x1,z3]at1 tais que

A() :IEQM*lTlN A1 :.’E()N7$2L A2 :l‘lLf:EoM

A tripla (L, M, N) determina um campo vetorial em k>:
v = L0y, + MOy, + N0y, e tal campo satisfaz

tow = LAg+ MA; + NA> =0

Diremos que v é um campo que define F.

Seja v = L,azo + Mlazl + N/az2 outro campo definindo w. Entdo,
v =v+ gR para algum g € k[zo, z1,T2]d—1.

impa ,
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p-Curvatura de folheagoes em ]P’f

Proposicao

Eziste uma bije¢do entre o conjunto de 1-formas projetivas w = >.7 ;) Aidx;
e o congunto de campos de grau d homogéneos v = L0, + MOy + NO. tais
que Ly + M, + N, = 0.

A associacdo w +— v é definida da férmula:

dw = (d+2)(Ldy ANdz — Mdx A dz + Ndz A dy).
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p-Curvatura de folheagoes em P2

Proposicao

Eziste uma bije¢do entre o conjunto de 1-formas projetivas w = >.7 ;) Aidx;
e o congunto de campos de grau d homogéneos v = L0, + MOy + NO. tais
que Ly + M, + N, = 0.

A associacdo w — v é definida da férmula:

dw = (d+2)(Ldy ANdz — Mdx A dz + Ndz A dy).

Seja F uma folheag¢do em P3 definida pela 1-forma projetiva w. Seja v o
campo associado a w, dado pela proposicao acima. Diremos que v € o
campo de Darbouz associado a F.
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p—curvat ura

Seja F € Foly(P}) definida pela 1-forma projetiva w com campo de
Darboux associado v.
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p—curva,t ura

Seja F € Foly(P}) definida pela 1-forma projetiva w com campo de
Darboux associado v.

A p-curvatura de F € o divisor

Ar = [iypw] € Div(P})

Dizemos que F é p-fechada se Ar = 0.
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p—curva,t ura

Seja F € Foly(P}) definida pela 1-forma projetiva w com campo de
Darboux associado v.

A p-curvatura de F € o divisor

Ar = [iypw] € Div(P})

Dizemos que F é p-fechada se Ar = 0.

Suponha que F seja nao p-fechada e seja C = {F = 0} uma curva aldebrica
reduzida que é F-invariante. Entao, Ay > [C].

De fato, como w A dF € (F) temos uma relagao do tipo
tvpwF — v (F)w = Fo

Dai, F|Z‘UPOJ. impa



p-curv L e algebricidade
0000000000 e00000000000

Irredutibilidade e nao algebricidade.

Seja F € P2 uma folheagdo ndo dicritica. Assuma que F pode ser definida
por uma 1-forma projetiva

w= Ay(X,Y, Z)dX + A (X,Y, Z)dY + Ax(X,Y, Z)dZ

com A,B,C € Z[X,Y, Z] e seja p € Z~o wm nimero primo. Se Ar, ¢é
irredutivel entdo F ndo admite nenhuma solugao algébrica.
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Irredutibilidade e nao algebricidade.

Proposicao

Seja F € P2 uma folheagdo ndo dicritica. Assuma que F pode ser definida
por uma 1-forma projetiva

w= Ay(X,Y, Z)dX + A (X,Y, Z)dY + Ax(X,Y, Z)dZ

com A,B,C € Z[X,Y, Z] e seja p € Z~o wm nimero primo. Se Ar, ¢é
irredutivel entdo F ndo admite nenhuma solugao algébrica.

Definigao

Seja @Q € sing(F). Dizemos que

e () € nao dicritica se existe apenas um niumero finito de separatrizes
sobre Q.

o F € ndo dicritica se VQ € sing(F) € ndo dicritica.
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Argumento

Suponha que F admita uma solugao algébrica C' = Z(F) irredutivel.

impa
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Argumento

Suponha que F admita uma solugao algébrica C' = Z(F) irredutivel.

Seja C = {F = 0} wma curva algébrica irredutivel sobre C que é
F-invariante. Entao existe uma curva algébrica H = {G = 0} que é
F-invariante com G € Z[x,y, z| irredutivel e G ® C reduzido.
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Argumento

Suponha que F admita uma solugao algébrica C' = Z(F) irredutivel.

Seja C = {F = 0} wma curva algébrica irredutivel sobre C que é
F-invariante. Entao existe uma curva algébrica H = {G = 0} que é
F-invariante com G € Z[x,y, z| irredutivel e G ® C reduzido.

e Podemos supor que F € Z[X,Y, Z] é irredutivel com F ® C reduzido.
Pelo teorema de Carnicer temos deg(F) < d + 2.
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Argumento

Suponha que F admita uma solugao algébrica C' = Z(F) irredutivel.

Seja C = {F = 0} wma curva algébrica irredutivel sobre C que é
F-invariante. Entao existe uma curva algébrica H = {G = 0} que é
F-invariante com G € Z[x,y, z| irredutivel e G ® C reduzido.

e Podemos supor que F € Z[X,Y, Z] é irredutivel com F ® C reduzido.
Pelo teorema de Carnicer temos deg(F) < d + 2.

e Seja F, = FF®F, polindémio obtido por redugdo médulo p. Observe que
F admite um fator irredutivel G sobre F,[X,Y, Z] tal que a curva
algébrica descrita por G é Fp-invariante. De fato, isso se segue ja que
estamos assumindo p > d + 2.
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Argumento

Suponha que F admita uma solugao algébrica C' = Z(F) irredutivel.

Seja C = {F = 0} wma curva algébrica irredutivel sobre C que é
F-invariante. Entao existe uma curva algébrica H = {G = 0} que é
F-invariante com G € Z[x,y, z| irredutivel e G ® C reduzido.

e Podemos supor que F € Z[X,Y, Z] é irredutivel com F ® C reduzido.
Pelo teorema de Carnicer temos deg(F) < d + 2.

e Seja F, = FF®F, polindémio obtido por redugdo médulo p. Observe que
F admite um fator irredutivel G sobre F,[X,Y, Z] tal que a curva
algébrica descrita por G é Fp-invariante. De fato, isso se segue ja que
estamos assumindo p > d + 2.

e Por outro lado, devemos ter G|Ar, o que implica a igualdade, ja que
Agr, éirredutivel.
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Argumento

Suponha que F admita uma solugao algébrica C' = Z(F) irredutivel.

Seja C = {F = 0} wma curva algébrica irredutivel sobre C que é
F-invariante. Entao existe uma curva algébrica H = {G = 0} que é
F-invariante com G € Z[x,y, z| irredutivel e G ® C reduzido.

e Podemos supor que F € Z[X,Y, Z] é irredutivel com F ® C reduzido.
Pelo teorema de Carnicer temos deg(F) < d + 2.

e Seja F, = FF®F, polindémio obtido por redugdo médulo p. Observe que
F admite um fator irredutivel G sobre F,[X,Y, Z] tal que a curva
algébrica descrita por G é Fp-invariante. De fato, isso se segue ja que
estamos assumindo p > d + 2.

e Por outro lado, devemos ter G|Ar, o que implica a igualdade, ja que
Agr, éirredutivel.

o Contradigao!

impa

e &4



p-curvatura e algebricidade
000000000000 e000000000

Exemplos

Seja F a folheacdo de Jouanolou de graw 2 em Pi que é definida pela
1-forma
w = (z22® — y*)dz — (2° — zy®)dy + (y2° — 2°)dz

Entdo, F nao admite curva algébrica invariante.
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Exemplos

Proposicao

Seja F a folheagdo de Jouanolou de grau 2 em P que € definida pela
1-forma f '
w = (z22® — y*)dz — (2° — zy®)dy + (y2° — 2°)dz

Entdo, F nao admite curva algébrica invariante.

Demonstragao.

Pode-se mostrar que F é nao dicritica. O campo de Darboux definindo F é
dado por v = 228, + 220, + y*>0.. Usando o software Singular resulta

Ary =G,5w = o2t + 2ty + 20332 + R

é irredutivel em Fs[z,y, z]. O

impa
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Removendo nao dicricidade

Seja F € Folq(P2). Dizemos que F é nio degenerada se

#sing(F) =d° +d+1.
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Removendo nao dicricidade

Seja F € Folq(P2). Dizemos que F é nio degenerada se

#sing(F) =d° +d+1.

Observagao

E possivel mostrar que F é ndo degenerada implica que para todo QQ € F
existe um aberto U em torno de Q tal que a folheagdo é definida por um
campo v = a(z,y)0z + b(x,y)dy com Jv1(Q) invertivel.

impa
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Removendo nao dicricidade

Seja F € Folq(P2). Dizemos que F é nio degenerada se

#sing(F) =d° +d+1.

Observagao

E possivel mostrar que F é ndo degenerada implica que para todo QQ € F
existe um aberto U em torno de Q tal que a folheagdo é definida por um
campo v = a(z,y)0z + b(x,y)dy com Jv1(Q) invertivel.

Seja F € Folg(P%). Dado Q € sing(F) denote por ag := quociente dos
autovalores associados a matriz Jvi(Q).

af = sup{lag| | Q € sing(F)} a7 :=sup{lag| ™" | Q € sing(F)}
Br=oaf+ar+?2
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Irredutibilidade e nao algebricidade 11

Seja F € Folg(P%) reduzida. Suponha que F estd definida por uma 1-forma
primitiva w sobre Z. Seja p € Z inteiro primo tal que

1
o p>2dp;.
o A, € irredutivel.

Entdo, F nao admite solucoes algébricas.
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Irredutibilidade e nao algebricidade 11

Seja F € Folg(P%) reduzida. Suponha que F estd definida por uma 1-forma
primitiva w sobre Z. Seja p € Z inteiro primo tal que
1
o p>2dp;.
o A, € irredutivel.

Entdo, F nao admite solucoes algébricas.

O ponto crucial no argumento consite em provar que se existir uma solugao
algébrica para F entdo existe uma curva {F = 0} C P2 invariante por F
com F € Z[z,y, 2] irredutivel e tal que F ® F, ndo é um p-fator. Podemos
garantir isso usando o teorema do indice de Camacho-Sad:

c’= > CS(F.CQ)

Qesing(F)NC
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Alguns problemas

Seja F uma folhacdo em PZ. Se A, éirredutivel para uma infinidade de
primos p nao é dificil verificar que F nao admite solugoes algébricas.
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Alguns pr

Seja F uma folhacdo em PZ. Se A, éirredutivel para uma infinidade de
primos p nao é dificil verificar que F nao admite solugoes algébricas.

Problema (I)

2 = 2 = 2
ja F uma folheacao em Pg enerada com quociente de autovalor

nao racional. Suponha que F nao admite solugdes algébricas.

utivel para uma infinidade de primos p?
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Alguns problemas

. ~ 2 s - . PP
Seja F uma folhacao em P¢. Se Az, é irredutivel para uma infinidade de
primos p nao é dificil verificar que F nao admite solugoes algébricas.

Problema (I)

Seja F uma folheacdo em P2 ndo degenerada com quociente de autovalores
ndo racional. Suponha que F ndo admite solugdes algébricas.

Ar, € irredutivel para uma infinidade de primos p?

Problema (II)

Seja F uma folhea¢do de grau 2 em Py com k de caracteristica p > 3.
Suponha que F nao admita retas invariantes e que exista C' uma curva
irredutivel de grau dc < p que € F-invariante. E verdade que

sing(C') C sing(F)?
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Sobre C a incluséo sing(C) C sing(F) é conhecida. Por outro lado,
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Sobre C a incluséo sing(C) C sing(F) é conhecida. Por outro lado,

Exemplo

Seja k um corpo de caracteristica p = 3. Considere a folheagdo em P2
definida pela 1-forma projetiva

w = zz (¥’ 2 + 2°)dex — 2°dy + (y2° — 2° — 2°y*2)dz
Entdo, Z(y*z + 2°) C P? € invariante por F e € tal que

sing(C) ={[0:0: 1]} & sing(F) ={[0:1:0]}.
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Seja F uma folheagdo em PE. Entdo #sing(F) > 0.
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Seja F uma folheagdo em PE. Entdo #sing(F) > 0.

Proposicao
Seja k wm corpo de caracteristica p > 0. Entdo, existem folheacoes em Py
de grau p — 2 que sdo lisas.

Demonstragao.

Seja C' = Z(F) C P} uma curva irredutivel lisa de grau p em P3. A férmula
de Euler implica que

w:=dF = Fydx + Fydy + F.dz

define uma folheacdo lisa em P2 de grau p — 2. O
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Seja d um inteiro tal que p|d e considere a C' a curva em PZ descrita pelo
polinéomio

F=ally gyt g2dt
Seja F a folheagdo definida por dF. Temos que F € uma folheagdo lisa de
grau d —2 e admite C' como uwma curva F-invariante nao singular de grau d.
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Exemplo

Seja d um inteiro tal que p|d e considere a C' a curva em PZ descrita pelo
polinéomio

F=ally gyt g2dt
Seja F a folheacdo definida por dF. Temos que F é uma folheacdo lisa de
grau d —2 e admite C' como uwma curva F-invariante nao singular de grau d.

Observagao

O problema sobre a continencia sing(C') C sing(F) admite aplicagoes
interessantes. Uma reposta afirmativa implica:
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Exemplo

Seja d um inteiro tal que p|d e considere a C' a curva em PZ descrita pelo
polinéomio

F=ally gyt g2dt
Seja F a folheacdo definida por dF. Temos que F é uma folheacdo lisa de
grau d —2 e admite C' como uwma curva F-invariante nao singular de grau d.

Observagao

O problema sobre a continencia sing(C') C sing(F) admite aplicagoes
interessantes. Uma reposta afirmativa implica:

o Uma folheagdo genérica em P2 de grau d tem p-curvatura reduzida.
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Exemplo

Seja d um inteiro tal que p|d e considere a C' a curva em PZ descrita pelo
polinéomio

F=ally gyt g2dt
Seja F a folheacdo definida por dF. Temos que F é uma folheacdo lisa de
grau d —2 e admite C' como uwma curva F-invariante nao singular de grau d.

Observagao

O problema sobre a continencia sing(C') C sing(F) admite aplicagoes
interessantes. Uma reposta afirmativa implica:

o Uma folheagdo genérica em P2 de grau d tem p-curvatura reduzida.

@ Problema I admite resposta positiva para folheagdes de grau 2.
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Obrigado!!!
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