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Resumo

Nesse trabalho, investigamos propriedades de folheacGes de codimensao um que estao defi-
nidas sobre um corpo de caracteristica positiva. O conteudo esta dividido essencialmente
em quatro partes. Na primeira parte, introduzimos as folheagbes de codimensao um nao
p-fechadas e estudamos algumas de suas principais propriedades. Definimos o p-divisor e a
p-distribuicao associados. Na segunda parte, exibimos as componentes irredutiveis do es-
pago das folheagoes p-fechadas de dimensao um e grau um em P}(n > 2) e mostramos que
o numero de tais componentes é da ordem p™, onde p é a caracteristica do corpo base. Na
terceira parte, apresentamos um teorema de estrutura para o p-divisor de folheagoes em Pi e
nas superficies de Hirzebruch ¥,4(d > 0). Na tltima parte, mostramos como usar o material
desenvolvido em caracteristica positiva para construir novas componentes irredutiveis do
espacgo de folheacoes holomorfas de codimensao um e grau d > 3 em IP’%.
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Capitulo 1

Introducao

Uma folheagao holomorfa em uma variedade algébrica complexa X consiste em uma de-
composicao de X em subvariedades de dimensao menor satisfazendo certas condi¢oes de
compatibilidade. O estudo de tais objetos remonta ao século XIX onde mateméticos como
H. Poincaré e G. Darboux iniciaram o estudo de equacgoes diferenciais polinomiais no plano
complexo levantando questoes sobre a existéncia de muitas solucoes algébricas e cotas para
o grau de tais solugoes, caso existam. Do ponto de vista formal, uma folheagao holomorfa
em uma variedade algébrica complexa X ¢é definida como um subfeixe coerente saturado do
feixe tangente de X, Tr c Tx, que é fechado por colchete de Lie. Uma folha, ou solugao,
de tal folheacdo consiste em uma subvariedade analitica lisa L ¢ X com feixe tangente,
Ty, coincidindo com Tx|r. Quando o feixe definindo a folhea¢ao tem posto r = dim X — 1
dizemos que a folheagao é de codimensao um e, nesse caso, a definicdo equivale a dar uma
cobertura {U; };c; por abertos de X e uma colegao de 1-formas {w; }ie; com w; € Qk(UZ) tais
que: codimsing(w;) > 2, w; A dw; = 0 para todo i € I e tal que em U; nUj, se nao vazio,
vale w; = gi; - w; para alguma funcdo regular g;; € O% (U; nUj). Observe que a defini¢do em
termos de subfeixes de T'x é puramente algébrica de modo que podemos definir a nocao de
folheagao em uma variedade algébrica nao singular definida sobre um corpo algebricamente
fechado k.

Seja k um corpo algebricamente fechado. As folheagoes de codimensdao um no espago
projetivo P}}(n > 2) admitem uma formulagao bem explicita. Dada uma tal folheacao pode-
mos associar um invariante chamado o grau que admite a seguinte interpretacao geométrica:
¢ o nimero de tangéncias da folheacao com uma reta genérica em P}.. Nesse sentido, uma
folheacao de codimensao um e grau d > 0 em P} é determinada por uma secao global nao
nula w e HY (PP, Q]%’L‘ ® Opn(d +2)) com conjunto singular de codimensao maior que um e sa-
tisfazendo a condigao de integrabilidade: wAdw = 0. Usando a sequéncia exata de Euler para
espagos projetivos percebe-se que tal folheacao é determinada por uma 1-forma homogénea
em An+1

k
g = A()dl’o + et And:cn

onde Ay,..., A, sao polindmios homogéneos de grau d + 1 tal que sing(o) = Z(Ao, ..., An)
tem codimensao maior que um e com o satisfazendo as seguintes condigoes

iRUZinAZ‘ZO s ondo=0
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onde R = }; ;0,, é o campo radial. A condicao de integrabilidade é equivalente a uma serie

de equagoes:
Al —-—|+A, - A - =0
(8.%]' 8:13[ ) " J 8951 8952 A 8337, ﬁa:j

para 0 <i < j <l <n. Podemos considerar o espago das folheagoes de codimensao um e grau
d em Py

Fola(Py) = {[0] e P(H* (P}, Qg (d +2))) | 0 Ado =0 e codimsing(o) > 2}

que é uma subvariedade quase projetiva de }P’(HO(IP’{;,Q%T (d+2))). Um problema natural
consiste em descrever a geometria de tal espaco, em particular suas componentes irredutiveis.
Note que quando n = 2 a condigao de integrabilidade é automatica de modo que o espago de
folheages de codimensdo um e grau d em P? ¢ um aberto em P(H(PZ, Qi}’i (d+2))).

O estudo das componentes irredutiveis de Folg(P}) quando k = C e n > 3 é fonte de
muitos trabalhos e uma area ativa. Jouanolou em [27] resolve o problema para d = 0 e
d =1. No primeiro caso, tal espago é irredutivel e se identifica com a grassmanniana de retas
em P}. Quando d =1 o espago de folheagoes de codimensao um e grau um em Pz possui
precisamente duas componentes irredutiveis (ver [27], [38, Proposi¢ao 1.2.3, Teorema 6.]).
O caso d = 2 foi completamente resolvido em [8] por Cerveau e Lins Neto, onde eles mostra-
ram que o espaco de folheagoes de codimensao um e grau dois em P possui precisamente
seis componentes irredutiveis e descrevem tais componentes. Em grau d > 3 o problema
de determinar componentes irredutiveis do espaco de folheagbes néo estd completamente
entendido, sendo [14] um avango significativo em grau d = 3. Tal trabalho, demonstra que
o espago de folheacoes de codimensao um em P{ admite precisamente dezoito componentes
irredutiveis cujo elemento genérico admite um namero finito de solugoes algébricas. Para
mais resultados nessa diregao, sugerimos o leitor consultar [38],[6],[9],[8], [12] e [14].

Uma classe importante de folheagoes holomorfas de codimensdao um no espago projetivo

¢(n > 2) consiste na classe das folheacoes que admitem uma integral primeira racional.
Dada uma folheagao holomorfa F de codimensao um em Pg uma integral primeira racional
para F consiste em um mapa racional nao constante ® : P¢ —— P(lc tal que F ¢é a folheagao
definida pelas fibras de ®. A existéncia de uma tal integral primeira racional diz muito sobre
a natureza das folhas da folheagao F. Implica, por exemplo, que todas as folhas de F sao
algébricas. Um Teorema de Jouanolou garante a reciproca: se F admite uma infinidade de
folhas algébricas entao F admite uma integral primeira racional.

Em dimensao dois a existéncia de integrais primeiras racionais é algo de natureza rara.
Na monografia [27] Jouanolou demonstra que uma folheagdo muito genérica de grau pelo
menos dois em IP% nao admite nenhuma solucio algébrica. Assim, muitas folheagoes em
IF’(% nao admitem nenhuma folha algébrica e em particular nao admitem integral primeira
racional. Em contrapartida J.V.Pereira, em [39], demonstra o fato interessante que o anélogo
de tal resultado sobre um corpo de caracteristica positiva é completamente falso. Segue dos
resultados estabelecidos em [39] que se k ¢ um corpo algebricamente fechado de caracteristica
p > 0 entao qualquer folheagao F em IP’IQ( tendo grau menor que a caracteristica p admite
uma solugao algébrica. Tal resultado pode ser reformulado em termos de derivagoes. Se
R = E[x,y] ¢ o anel de polinémios a coeficientes em k e v = a(x,y)0, + b(x,y)0y € Dery(R)
é uma derivacao tal que deg(v) = max{deg(a),deg(b)} < p entdo existe um polindmio
f e k[x,y] que ndo é p-poténcia e tal que v(f) esta no ideal gerado por f.
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Em caracteristica positiva existem duas classes de folheagoes. As folheacGes p-fechadas
e as que nao sao p-fechadas. A definicao se passa pela seguinte observacao elementar: se
k é um corpo de caracteristica positiva p e v é uma derivagao de um k-dominio R entao o
p-iterado de v, vP, é uma derivagdo. Dessa maneira, definimos uma folheagao F em uma
variedade algébrica X, definida sobre k, como sendo p-fechada se seu feixe tangente T'r é
estavel por p-poténcia, isto é, para cada secdo local v € Tr temos que v € Tr. A classe
das folheagoes p-fechadas é o andlogo em caracteristica p > 0 da classe de folheagoes que
admitem uma integral primeira racional na categoria complexa (veja [37, 1.9 Proposition]).
Vale, em particular, um resultado anédlogo ao Teorema de Jouanolou: uma folheacdo de
codimensao um sobre um corpo de caracteristica p > 0 é p-fechada se e somente se admite
uma infinidade de hipersuperficies invariantes (veja [5, Théoréme 1]).

Dada uma folheacao holomorfa de codimensao um em uma variedade projetiva complexa
X podemos aplicar o processo de redugao modulo p e obter uma folheacdo em uma variedade
definida sobre um corpo de caracteristica positiva. Informagcoes sobre a folheagdo modulo p
podem implicar em informagoes bem interessantes sobre a folheagao original. De fato, isso é
fonte de muitos problemas em aberto e toépico da presente tese. Destacamos por exemplo a
conjectura F formulada no artigo A conjecture on the existence of compact leaves
of algebraic foliations por T. Ekedahl, N. Shepherd-Barron e R. Taylor. Tal conjectura
consiste em um critério para algebricidade: uma folheacdo F em uma variedade quase-
projetiva complexa admite uma integral primeira racional se e somente se a folheacao obtida
por redugao médulo p, F,, é p-fechada para quase-todo primo p. O termo quase todo primo
p significa que se R é dlgebra de definicao de X entao F, é p-fechada para todo ideal maximal
p que esta em um aberto de Spec(R).

1.1 Descricao dos capitulos

O objetivo do presente trabalho consiste em estudar propriedades de folheagoes de codimen-
sdo um em caracteristica positiva e suas aplicagoes. Apresentamos, em particular, aplicacoes
ao problema das componentes irredutiveis do espaco de folheagoes holomorfas de codimensao
um e grau d > 3 em ]P’(?:.

No que se segue apresentamos uma breve descrigao dos capitulos.

e Capitulo Preliminares. Apresentamos o material preliminar que consiste es-
sencialmente de definigbes basicas sobre folheagoes em variedades algébricas definidas
sobre um corpo algebricamente fechado. Apresentamos também uma revisdo sobre
as d-superficies de Hirzebruch e uma descricao em termos de coordenadas que serao
relevantes no Capitulo [5]

e Capitulo Folheagoes em caracteristica positiva. Nesse capitulo, definimos
as folheagoes p-fechadas e nao p-fechadas e relembramos sua relagdo com o morfismo
Frobenius relativo. Exploramos algumas propriedades das folheagdes que nao sao p-
fechadas definindo, em particular, o p-divisor e a p-distribuicao associados. Dada
uma folheagao nao p-fechada de codimensao um F em uma variedade algébrica X
definida sobre um corpo de caracteristica p > 0 o p-divisor associado a F, denotado
por Ax, é definido como o divisor de degeneracdo do morfismo de p-curvatura. Tal
morfismo associa uma secao local v do feixe tangente de F & sec¢ao local vP visto, por
passagem ao quociente, como elemento do feixe T'x /Tx. A p-distribuicao, denotada por
Tt , consiste essencialmente na maior distribuicao em X contida no feixe tangente da
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folheacao que admite a seguinte propriedade: dada uma secao local v do feixe tangente
de F temos que a secao v estd na distribuicao T¢, se e somente se o p-iterado v é
um elemento do feixe tangente de F. Veremos que existe uma sequéncia exata em
codimensao um relacionando o p-divisor e a p-distribuigao

0— FyTc, — FxTr — Np(-Ar) —0

onde F'x é o morfismo Frobenius absoluto. Em particular, quando X é o espaco
projetivo podemos comparar os graus da p-distribuicao e o p-divisor em termos do grau
da folheacao F. Na tultima secdo do capitulo, apresentamos componentes irredutiveis
especiais do espago de folheacoes de codimensao um e de grau p—2 em P}, (n > 3) cujo
elemento genérico pode ser descrito por uma forma homogénea do tipo dF onde F é
um polinémio homogéneo de grau p, onde p é a caracteristica do corpo base.

Capitulo Folheacoes p-fechadas de dimensao um em P. Nesse capitulo,
estudamos o problema de exibir componentes irredutiveis para o espago de folhea-
¢oes p-fechadas de dimensao um e grau um em P}. Para isso, reduzimos o problema
ao estudo de matrizes quadradas de tamanho n + 1 que possuem trago zero e que
sao p-fechadas (veja Definigao . Seja k um corpo algebricamente fechado de
caracteristica positiva p e denote por Foly 1(P})(0) o espaco parametrizando as fo-
lheagoes de dimensao um e grau um em P} (n > 2) que sdo p-fechadas. Para cada
[ao:ar:tapor t o] € P denote por F(ao,. .., o) a folheacdo de dimensao um e
grau um em P} determinada pelo campo

v(ag, ..., 0n) = apre0y, + 01T104, + - + Up_1Tp-10s, | + WpTn 0Oy,

e considere a seguinte subvariedade de Foly 1 (P})(0):

V(a,...,on) = {F eFoly 1 (P})(0) | F é conjugada via Aut(Py) a F(ao,...,an)}

onde a barra significa o fecho de Zariski.

O principal resultado do capitulo consiste no seguinte teorema.

Teorema A. Suponha que p nao divide n+1. Se [ag: - : o] e PL(Fp) e X5 =0
entao V(ao,...,an) € uma componente irredutivel de Foly 1 (IP;)(0). Além disso, toda
componente irredutivel de tal espaco € dessa forma.

Como consequéncia do teorema acima resultard que o nimero das componentes irre-
dutiveis de Fol; 1 (P} )(0) depende da caracteristica p sendo limitado inferiormente por
p"1/(n-1)! e superiormente por p".

Capitulo |5 Folheagoes em superficies e o p-divisor em ]P’IQ( e Y4. Dado um corpo
k algebricamente fechado de caracteristica p > 0 um resultado contido em [39] garante
que qualquer folheagdo em Pi com grau d < p sempre admite uma curva algébrica
invariante (mostramos algo mais geral na Proposicao . Mostramos ainda na
Proposicao que se uma folheagdo em uma superficie algébrica X sobre k é nao
p-fechada entao qualquer curva algébrica irredutivel invariante deve estar contida no
suporte do p-divisor de tal folheagao. Tal resultado implica, em particular, que se o
p-divisor de uma folheacdo nao p-fechada em IP’I% é irredutivel entao a folheacao admite
uma Unica curva algébrica invariante o que nos diz algo sobre a estrutura das curvas

14



algébricas invariantes, em particular, sobre os graus de tais curvas. Nesse sentido,
podemos indagar sobre a estrutura do p-divisor de uma folheagao nao p-fechada em
uma superficie algébrica X definida sobre k. Por exemplo, serd que muitas folheacoes
em ]P)ﬁ possuem p-divisor reduzido? Irredutivel?

No Capitulo [p] visamos dar uma resposta para o problema acima para folheagoes em
IP’i e nas d-superficies de Hirzebruch ¥;(d > 0) onde mostramos, sob certas condigoes,
que o p-divisor de uma folheagao genérica em Pﬁ e em X4 é reduzido.

O capitulo visa estabelecer os seguintes resultados.

Teorema B. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Uma
folheacao genérica em ]P’ﬁ de grau d >1 com p + d + 2 tem p-divisor reduzido.

Teorema C. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Sejam
Y4 a d-superficie de Hirzebruch sobre k e di,ds € Zso tais que p + d;, se d; + 0.
Sejam F uma fibra da projecao natural w: %5 — IP’11< e My uma secao satisfazendo as
condicoes

F-My=1 , M3=d.

Entao, uma folheagdo genérica em g com fibrado normal N numericamente equiva-
lente a (d1 —d+2)F + (da + 2) My possui p-divisor reduzido.

Capitulo |§|: Novas componentes irredutiveis de Fold(IP’%) via caracteristica
positiva. Nesse capitulo, apresentamos uma aplicacao dos resultados estabelecidos
nos capitulos anteriores ao estudo de componentes irredutiveis do espago de folheacoes
holomorfas de codimensao um e grau d > 3 em IP%. Sejam k um corpo algebricamente
fechado, dy,ds € Zsg inteiros e defina d = dy + do + 2. Suponha que d > 3 e denote
por Fol(d17d2)(IP11< X IP’11<) o espacgo parametrizando as folheacgoes em Plli X IPll{ com divisor
canénico de tipo (di,ds) e denote por Folg(PP}) o espago parametrizando as folheagdes
de codimensao um e grau d > 3 em ]P’i. Denote por Mapl(]P)?’,IPll( X IP’%{) a colecao de
mapas racionais ¢ : Pi——> ]P’ll( X IP’ll( que possuem grau um, isto é, dados por polino-
mios homogéneos de grau um. O principal resultado do capitulo consiste no seguinte
teorema.

Teorema D. Suponha que k seja um corpo algebricamente fechado de caracteristica
p>0 e que p>d+2. Considere o mapa racional

U: Map; (P}, Py x Py) x Folq, a,) (Py x Py) = === Fola(P})
(®,G) » ®*G.

Seja X(g.d,,d,) 0 fecho de Zariski da imagem de W. Entao, X (4.4, 4,) € wma componente
irredutivel de Folg(P}).

Por principios gerais relacionados a redugao moédulo p veremos no capitulo que o
teorema acima implica o seguinte teorema.

Teorema E. Considere o mapa racional

W: Map: (P, Pg x Pg) x Folg, q,) (P x P) — === Fola(PR)
(®,G6) » ®*G.

Seja C g, .dy) 0 fecho de Zariski da imagem de V. Entao, C (g4, 4,) € uma componente
irredutivel de Folg(P3.).
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1.2 Notacoes

Nessa secao apresentamos as notagoes que serao introduzidas e utilizadas ao longo do texto.

e k = corpo algebricamente fechado.

e Curva em uma superficie projetiva X = um divisor efetivo em X.

® X,= IP’(OP}( ® Opi(d)) = 5(0,d) = d-superficie de Hirzebruch sobre k (d > 0).

e Spec(R) = colecao de ideais primos de um anel comutativo R.

e Spm(R) = colegao de ideais maximais de um anel comutativo R.

e F'x = morfismo Frobenius absoluto.

e I’y = morfismo Frobenius relativo.

e Cr = p-distribuigao associada a uma folheacao de codimensao um F nao p-fechada.
e Ar = p-divisor associado a uma folheagdo de codimensao um nao p-fechada F.

e Se X é uma superficie projetiva nao singular, = denota a equivaléncia numérica em

Div(X).
e Se X ¢é uma superficie projetiva nao singular, Numg(X) = (Div(X)/ =) ® Q.
e U(X,H,N),V(X,H,N) = abertos do Lema

e Se (X, H) é uma superficie projetiva lisa polarizada e D é um divisor em X, deg(D) =

D-H.
e mg(C) = multiplicidade de uma curva C'c X em um ponto Q) € X.

e Se mg: Blg(X) — X ¢é a explosao centrada em @), F uma folheagdo em X, G = ToF
e E divisor excepcional, [(Q) = ordp(Ng - Nx).

e [oly(IP}) = espaco parametrizando as folheacoes em P que sao de codimensao um e
grau d > 0.

° Foll’l(Pi) = espago parametrizando folheagoes de dimensao um e grau um em IP’I?;.
e Tr(0;n) = espago parametrizando matrizes quadradas de tamanho n com trago zero.

e Try(0;n) = espago parametrizando matrizes quadradas de tamanho n com trago zero
e que sao p-fechadas.

e [For(j,d;n+1) = projetivizagao do k-espago vetorial das j-formas homogéneas em AZ”
de grau d nos coeficientes.

e Forg(j,d;n + 1) = fechado em For(j,d;n + 1) que consiste nas j-formas homogéneas
de grau d em AZ” que sdo projetivas, isto é, iro = 0 para todo [o] € Foro(j,d;n + 1)
onde R é o campo radial R = ;" 20y,
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e Folheacdo em Pll{ X Pll{ de tipo (dy,ds2) = Folheagao em }P’ll{ x IP’II( com divisor candnico
numericamente equivalente ao divisor diF + doM onde F' e M sao, respectivamente,
fibras da primeira e segunda projecao de ]P’ll( X }P’ll{ em IP’II(.

e O(2) = termos de ordem pelo menos 2.
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Capitulo 2

Preliminares

Resumo. Neste capitulo apresentamos a definicao de distribui¢oes e folheagdoes em uma
variedade algébrica nado singular definida sobre um corpo algebricamente fechado k e re-
lembramos a definicao da d-superficie de Hirzebruch e suas transformacoes elementares que
serao usadas nos préximos capitulos.

2.1 Distribuicoes e folheacgoes

Seja X uma variedade algébrica nao singular definida sobre um corpo algebricamente fechado
k. Suponha que X possui dimensao pelo menos dois.

Definicao 2.1.1. Uma distribuicio D em X consiste em um subfeize coerente Tp saturado
de Tx, isto €, Tx[Tp € livre de torgao.

O feixe Tp é chamado de feixe tangente da distribuicdo D. A dimensao de D é definida
como o posto genérico de Tp. A codimensao de D é definida como sendo o inteiro dim X —

dim D.
Definigao 2.1.2. Seja D uma distribuicao em X. O feize conormal de D € definido como
Qﬁ(/p = {we Q¥ | iyw =0 para todo v e Tp}.

Seja &€ um Ox-modulo em X. Relembre que seu dual £F é definido como sendo o feixe
& =Homop, (£,0x). Observe que existe um mapa natural

a:E—E

que a cada secao local e € £ associa a(e) onde para cada h € £* temos que a(e)(h) = h(e).

Proposigao 2.1.3. Seja X uma variedade algébrica lisa e £ um Ox-mddulo coerente livre
de tor¢ao. Entao a € injetivo.

Demonstragao. Veja |24, Lemma 1.5]. O

Desse modo, T'x /Tp pode ser visto como um subfeixe de Np = (Tx/Tp)**. O feixe Np
é chamado de feixe normal da distribuicao D. Note que QE( /D2 » e quando D possui
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codimensao um, isto é, Tp possui posto dim X — 1 segue de [23, Proposition 1.9] que Np é
um feixe invertivel.

Definigao 2.1.4. Seja £ um Ox-mddulo em X. Dizemos que E € reflexivo se o mapa natural
a: & — E € um isomorfismo.

Lema 2.1.5. Seja D uma distribuicao em uma variedade algébrica nao singular X . Entao,
Tp € reflexivo.

Demonstragao. Como Tp é um subfeixe saturado de Tx podemos aplicar [45, Lemma
31.12.7]. ]

Seja D uma distribuicado em X. O dual de Tp serd chamado o feixe cotangente da
distribuigdo D e serd denotado por le. O determinante de le serd, chamado de feixe
candnico da distribuicao e serd denotado por wp, isto é

dimD .
Observe que pela |23 Proposition 1.10] garantimos que existe um isomorfismo

) dimD-1 i
Qp = ( A\ TD) ®wWp.
Em particular, se dimD = 2 entao obtemos
le *Tp Qwp.

Definicao 2.1.6. Seja D uma distribuicio em X. O conjunto singular de D ¢é definido
pondo
sing(D) = {x e X | (T'x/Tp)s ndo € um Ox z-mddulo livre }.

Como Tx /Tp é livre de tor¢ao temos que sing(F) ¢ um fechado em X que possui codi-
mensao pelo menos dois. Temos ainda que Tp é localmente livre fora de sing(D)(veja [20,
section 2|).

Observagao 2.1.7. Seja D uma distribuicao em X de codimensdo q > 1. Considere a inclu-
sao Np, de Q}X Tomando o q-ésimo produto exterior de tal inclusao obtemos um morfismo
nao nulo de det(Nf) para Qg(. Em particular, resulta dai que uma distribuicao de codimen-
sao q em X induz uma secio global nio nula w e HO(X, Q% ® det(Np)) que possui zeros de
codimensao maior do que ou igual a 2. Reciprocamente, seja T um feixe invertivel em X e
we HO(X, Qg( ® Z) uma se¢io nao nula com zeros de codimensao pelo menos 2. Suponha
que w seja localmente decomponivel, isto é, para todo x € X — sing(D) existe um aberto U
contendo x tal que w|y = wi A -+ Awy para algumas 1-formas w; € Qﬁ((U) Entao, obtemos
uma distribuicao de codimensao q em X considerando nicleo do mapa dado pela contracao
por w:
Ty — QL' 1.

A distribuicdo definida por w € uma folheagdo se se e somente se dw; Aw =0 para todo i na
decomposicgao local de w (veja [15, Proposition 1.2.2 e Proposition 1.2.2]).
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Figura 2-1: Representacao esquemética de folheagoes grau 0,1 e 2 em }P’%

Definicao 2.1.8. Seja D uma distribuicao em X. Dizemos que D € uma folheacdo em X
se 0 Ox-morfismo

2
/\TD —> ND V1 ANV = [Ul,vz] mod TD

€ identicamente nulo.

2.1.1 Distribuicoes de codimensao um em P}

Pela Observagao uma distribui¢ao D de codimensao um em PP} ¢ dada por uma secao
global nao nula w ¢ HO(IP)“,Q]%DLI ® Z) para algum feixe invertivel Z que possui zeros de

codimensao pelo menos 2. Seja [ = IP)11< uma reta mergulhada linearmente em Py. Seja
d o numero de tangéncias de [ com a distribuicao D. Tal inteiro é chamado de grau da
distribuigao. A restri¢io w; de w a [ define uma segdo do fibrado O} ® Z|; = Opi(d) e daf
resulta que deg(Z) = d + 2. Relembre (veja [I, Corollary 17.1.3]) que para todo inteiro ¢ tal
que 1 < g <n existe uma sequéncia exata

n+1 _
0— Q[%ﬂ — OPE(_Q)( q ) — Q[%’ﬂl — 0.

A descricdo da sequéncia exata acima quando ¢ = 1 implica que uma distribuicdo D de
codimensao um e grau d em PP} se identifica, médulo multiplicacao por elementos de k™,
com uma 1-forma .
w = E Azdl‘l

i=0
em Az*l com A; polindbmios homogéneos de grau d + 1 para todo indice i e tal que igw =0,
onde R é o campo radial:

R =100y, + -+ 2,0y,

A distribuicao definida por w é uma folheagao se e somente se w A dw =0 (veja [13, Section
1.3]). Denotaremos o espago de distribuigoes e folheagdes de codimensdo um e grau d
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respectivamente por Folg(Py) e Disq(IP;). Explicitamente,
Disa(P}) = {[w] € P(H (P, O (d + 2)) | codim(sing(w)) > 2}
Fola(P) = {[w] e P(HO (P, Qpyp (d +2))) | codim(sing(w)) > 2 e w A dw = 0}.

Exemplo 2.1.9. Fize xg,...,Zn,Y0,---,Yn como funcdes coordenadas de Pz’”l e considere
a distribuicao D definida pela 1-forma

n
w =Y (zidy; - yidz;).
i=0
Se o corpo base possui caracteristica dois entdo w € integrdvel ja que temos dw = 0. Por
outro lado, w nao define uma folheacdo quando o corpo base tem caracteristica diferente de
dois.

2.2 Superficies de Hirzebruch

Seja X uma superficie projetiva nao singular definida sobre um corpo algebricamente fechado
k. Dadas duas curvas D1 e Dy em X diremos que D7 é numericamente equivalente a Doy se
D1-C = Dy-C para toda curva C em X. Nesse caso, escrevemos D1 = Dy. Denotaremos por
Numg(X) = (Div(X)/ =) ® Q o Q-espago vetorial dos divisores em X modulo equivaléncia
numeérica.

Definicao 2.2.1. Sejam X uma superficie projetiva e C uma curva nao singular definidas
sobre k. Dizemos que X € geometricamente regrada sobre C' se existir um morfismo liso
m: X — C tal que toda fibra € isomorfa a IP’II(.

Proposigao 2.2.2. Seja 7 : X — C uma superficie regrada sobre k. Entdao, X € isomorfa a
um Pi—ﬁbmdo associado a um feize localmente livre E de posto 2 sobre C, isto é, X 2 Po(FE)
e Pc(E) 2 Po(E') se e somente se E=E ®T para algum feize invertivel T.

Demonstragao. Ver [22, Chapter V, proposition 2.2|. O

Observacao 2.2.3. Pelo Teorema de Grothendieck (veja [25, Theorem 4.1]) sabemos que
todo feize localmente livre em ]P’ll( € decomponivel. Assim, se E € um feize localmente livre em
]P’II{ de posto 2 temos que E = E1 & Eo e torcendo por um Opi(k) conveniente podemos supor

que Ey € trivial e que Fy = Opll((n) comn > 0. Nesse caso temos E®(’)P11((k) = O]P)i EB(’)P}( (n)
para algum n € Zsg.

Definicao 2.2.4. Seja d € Zsg. A d-superficie de Hirzebruch € a superficie
Ed = ]P)(O]Pll( ® Opll((d))
Pela proposicao e observagao acima temos

Proposigao 2.2.5. Uma superficie geometricamente regrada sobre ]P’%( € uma superficie de
Hirzebruch.

Proposigao 2.2.6. Sejam deZsg e m: 359 — ]P’lli a d-superficie de Hirzebruch. Entao,
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e Sed>0 entao existe uma e s6 uma curva irredutivel E em ¥4 de auto interse¢ao —d,
isto €, se e ¢ a classe de E em Numg(Zq) entio e* = —d.

o See,deZsy sao distintos entdo Yq nao € isomorfa a 2.

Demonstragiao. O argumento em [2, Proposition IV] se aplica quando k é qualquer corpo
algebricamente fechado. O

2.2.1 Transformacgoes elementares

Seja m: X — C uma superficie regrada e p € X. Seja F' a fibra de m contendo p e considere
a explosao centrada em p, Bly: Bl,(X) — X. Como F é uma fibra temos que F2=0ce
se I denota a transformada estrita da curva F em Bl,(X) entdo temos que F?=—-1. Pelo
Teorema de contratibilidade de Castelnuovo existe uma contracao de F, isto ¢, uma superficie
lisa X' e um morfismo cpBly(X) — X' tal que CF(F) = pt. Desse modo obtemos uma
outra superficie regrada sobre C, X — C, e um mapa birracional ® = cz o Bly: X—— X'
O mapa @, ¢ chamado de transformacao elementar sobre p.

Suponha agora que X = Y,;. Nesse caso, temos que existem dois tipos de transformacoes
clementares. Seja F a tnica curva em X com E? = —d. Seja p € ¥y e considere ® a
transformacao elementar sobre p. Se p ¢ E entao temos que X "= Y d+1 € nesse caso denotamos
®,, por @gﬁ. Se p € E entao temos que X' =Y%,.1 e nesse caso denotamos ®,, por <I>§_1.

2.2.2 Uma descricao em termos de coordenadas

No estudo de folheagoes em superficies de Hirzebruch que faremos no Capitulo [5] iremos
usar uma descrigao explicita que envolve coordenadas. Nesta subsecao, fazemos essa des-
crigdo explicita. Mais detalhes podem ser encontrados no texto [42]. Todas as variedades
consideradas nesta se¢ao estao definidas sobre um corpo algebricamente fechado k.

Sejam ag, ay € Z inteiros nao negativos tais que 0 < ag < a1 e G, o grupo multiplicativo
de k. Seja p(ap,a1) a agdo de Gy, x Gy, em X = Ai -0x Ai -0 que é definida explicitamente
pondo

p(ag,a1):G% x X — X
(A1), (o, 21390, y1)) = (Ao, Az A% pyo, A~ pyn ).

A scroll racional de tipo (ag,a1) denotada por S(ag,a;) é definida como o quociente de
A? —0x A? - 0 pela acdo u(ag,ar).

Observe que para todo (xg,x1) € Ai com x1 # 0 temos que o quociente xo/z1 € invariante
pela agao pu(ag,a;). Assim, obtemos um morfismo

m:8(ag,ay) — P
(20,21 yo,51) = [0 : 1],

tal que o seguinte diagrama é comutativo:

X ——% X/u(ao, a1)

-

A7-0 P
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onde p; : X — Ai —0 é a projecao natural.

Dado (ag,a1) € Z? com 0 < ag < a1 temos que S(ag,a;) é uma superficie projetiva
nio singular. A estrutura projetiva em S(ag,a1) ¢ obtida considerando o mergulho em PV
definido pela lista de monomios (veja [42, Theorem 2.5]):

{80, Sy} U {S" yo, S y1 }

onde para cada j,k € {0,1} temos S%y; = {:Egjyk,:vgj_lxlyk,...,:U'lljyk}. Para ver que
S(ap,a1) é lisa de dimensdo dois basta notar que tal superficie admite uma cobertura
{Uo0,Uo1,U10,U11} onde para cada i,j € {0,1} temos que U;; = {x; # 0} n{y; # 0} = Az.
Assim, cada ponto x € S(ag,a1) admite uma vizinha isomorfa a Ai e assim é um ponto liso
de S(ag,a1).

Sejam G € k[xg,z1,Y0,y1] um polindmio nao constante e ag,a1,e,d € Zsg com ag < aj.
Dizemos que G é uma polinémio de bigrau (e, d) e de tipo (ag, a1 ) se para qualquer mondmio

eo el do di
x,"r' Yy, Yy ocorrendo no suporte de G temos

eo+61:a0d0+a1d1+e (S d=d0+d1.

O k-espago de tais polinomios sera denotado por P(e,d;ap,a1). Denote por S a superficie
S(ag,a1). Seja F uma fibra da projecao natural 7 : S — ]P)ll(. Fixe a,b € Zso tais que
a+b=ag e seja M o divisor em S dado pela expressao :chll’yo. Pelo [42, 2.7. Lemmal]
temos que Pic(S) = Z[F] @ Z[M]. Usando tal descricao resulta que as se¢oes globais do
feixe Os(eF +dM) se identificam com o k-espago vetorial

HY(S,05(eF +dM)) = P(e,d; ag, ay).

Exemplo 2.2.7. 5(0,0) = }P’ll{ XIP’II{ e S(ap,a1) € isomorfa a S(by,b1) se e somente se a; =
b; + d para todo i e algum d € Z (veja [42]).

2.2.3 Equacoes globais para folheagoes em >,

Quando ag = 0 e a1 = d € Zso obtemos a superficie projetiva S(0,d) que é isomorfa a d-
superficie de Hirzebruch ¥4. O mapa que realiza a estrutura regrada é dada pela projecao
natural:

m:8(ag, a1) — PL
($0,$1 : yOa?/l) e [930 : iﬂl]-

Sejam F' = {xg = 0} fibra de m e My a curva definida pela equagao yo = 0 em S(0,d).
Entao valem as seguintes identidades numéricas:

F?=0 F-My=1 e M3=4d.

Para ver a ultima identidade, note que My é um divisor linearmente equivalente ao divisor
D =dF + M_g4, onde M_g4 é o divisor descrito pela equagao y; = 0. De fato, se f = %
entdao, f é uma fungao racional em S(0,d) com divisor dado por div(f) = D - My. Dai,
resulta Mi =My-(dF + M_g) =dMy-F + Mg-M_4 =d. A se¢ao negativa nesse caso ¢ dada
explicitamente pelo divisor M_g = {y; = 0}. Para ver isso, note que a equivaléncia numeérica
M_4; = —My + dF implica que M_Qd = (-My+dF)? =d-2d = —d. As folheacbes em %g =

S(0,d) admitem uma representagao bem explicita em termos de coordenadas. Na proxima
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proposicao, para simplificar notagao, denotaremos por Os, (e, d) o feixe Oy, (eF +dMy).

Proposigao 2.2.8. Sejam d € Zyy e di,dy € Z. Seja N = Oy, (di —d +2,d2 +2). Entao,
qualquer folheagao F em Xg com fibrado normal N € unicamente determinada, mddulo
multiplicagio de elementos de k, por uma 1-forma diferencial do tipo

Q= Aod:L'() + Aldarl + Bodyo + Bldyl

onde Ag, Ay € H'(X4,0(dy —d +1,d2 +2)), By € H'(34,05,(d1 —d +2,dy + 1)) e By €
HY(2y4,O0s,(dy +2,ds + 1)) sdo bihomogéneos e satisfazem as sequintes condigdes:

xoAg +x1 A1 —dy1B1 =0,
yoBo +y1B1 = 0.

Demonstra¢ao. Uma folheagao em ¥4 = S(0,d) com fibrado normal N é determinada por
uma secio global nao nula w € HY (%, led ® N). Existe uma sequéncia exata, a sequéncia
exata de Euler generalizada para Y;, que permite escrever Qé como o nucleo de um mapa
de feixes (veja [11l Section 3|)

0— Qy, — Ox,(-1,0)® Ox,(-1,0) ® Ox,(0,-1) ® Ox,,(d,-1) — OF, — 0.

Usando a sequéncia exata acima podemos descrever folheagoes em Y; com coeficientes em
N. Denote por Vy(eq,e2) o k-espago

HO(OZd(el - 1,62)) &) HO(OZd(el - 1,62)) ® HO(Ogd(el,eg - 1)) @ HO(Ozd(el +d,eq — 1))

Torcendo a sequéncia exata de Euler pelo fibrado Oy, (€1, e2) e pela descricao da sequéncia
exata de Euler a nivel de se¢oes globais (veja |11, Section 3]) segue que para qualquer fibrado
Os,(e1,e2) o k-espago HO(Z4, led(el, e2)) se identifica com o nicleo do k-mapa

da(er,e2) : Va(er,ea) — HY(Ox,(e1,e2) ® O, (e1,e2))

que associa (A(), Al, Bo, Bl) a (.T()AO + J,‘lAl - dle1,yQBo + lel). Tomando e = d—d+2
e e9 = do + 2 o resultado se segue. O
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Capitulo 3

Folheacoes em caracteristica positiva

Resumo. Neste capitulo apresentamos a definicao de folheacoes p-fechadas e nao p-fechadas,
definimos a p-distribuicao e o p-divisor associados a uma folheacdo de codimensdo um e
estudamos suas propriedades.

3.1 Introdugao

Em caracteristica positiva p existem duas classes de folheagoes: as folheagoes p-fechadas
e as folheacOes nao p-fechadas. Definimos uma folheagdo como sendo p-fechada se seu
feixe tangente é estavel por p-poténcias. A classe das folheacoes p-fechadas é a versao
em caracteristica positiva da classe das folheagoes holomorfas que admitem uma integral
primeira meromorfa. Pode-se mostrar, por exemplo, que uma folheacdo de codimensao
um em uma variedade algébrica X sobre um corpo de caracteristica positiva é p-fechada
se e somente se admite uma infinidade de hipersuperficies invariantes (ver [5, Théoréme
1]). Tal resultado é a versao do Teorema de Jouanolou-Ghys que diz que uma folheagao
holomorfa de codimensao um em uma variedade complexa compacta admite uma integral
primeira meromorfa se e somente se admite uma infinidade de solugoes algébricas (ver [19]
Théoréme|). A classe das folheagoes p-fechadas possui uma relagdo muito proxima com o
morfismo de Frobenius relativo, algo que sera relembrado na primeira segéo.

Neste capitulo estudamos folheagoes de codimensao um em variedades algébricas de-
finidas sobre um corpo de caracteristica positiva com énfase na classe das folheagoes nao
p-fechadas. Na primeira segéo, apresentamos a definicao das folheacoes p-fechadas e relem-
bramos sua relagdo com o morfismo de Frobenius. Nas se¢Oes seguintes estudamos algumas
propriedades das folheagoes que nao sao p-fechadas. Definimos e exploramos algumas pro-
priedades da p-distribuigao e o p-divisor associados a uma folheacao de codimensao um. Na
altima secao apresentamos uma componente irredutivel particular do espaco de folheacoes
de codimensao um e grau p -2 em PP, onde p é a caracteristica do corpo base k.

3.2 Folheacgoes p-fechadas

Fixe k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Relembre que um k-dominio
R consiste em um anel comutativo R que contém k como subanel e que nao possui divisores
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de zeros, isto é, se a,b € R sao tais que ab =0 entao a =0 ou b =0. Dado um k-dominio R,
uma k-derivagao de R consiste em mapa k-linear D : R — R que satisfaz a regra de Leibniz:
dados a,b € R vale D(ab) = aD(b) + bD(a). No que se segue, denotaremos o conjunto de
k-derivagoes de R por Derg(R).

Comecamos a se¢ao relembrando algumas propriedades fundamentais sobre derivagoes
em caracteristica positiva.

Proposicao 3.2.1. Seja R um k-dominio. Seja D € Dery(R) uma k-derivag¢ao. Entao,
DP e Derg(R).

Demonstracao. Sejam N € Zsg e f,g € R. Entdo, vale a seguinte formula
N NN\ N .
DV(19)= 3 (7)o (Do)
j=0

P) € (p) se j £{0,p} o resultado se segue. O

Tomando N =p e usando o fato que (]

Proposigao 3.2.2. Seja k um corpo de caracteristica p >0 e R um k-dominio. Sejam f € R
e v1,vg € Derg(R) duas k-derivagoes. Entao, valem as sequintes propriedades.

o (v1+v)P =0 +0b+ Z?;ll sj(v1,v2), onde sj estd na subdlgebra de Lie de Dery(R)

gerada pelas derivagoes vi e vs.
o (fur)P=fPol+ fvf_l(fp_l)vl.

Demonstra¢ao. O primeiro item esta contido na férmula 63 em [26, Chapter V, Section 7].
O segundo item ¢é contetdo da [28, Proposition (5.3)]. O

Definicao 3.2.3. Sejam X uma variedade algébrica lisa definida sobre um corpo algebri-
camente fechado k de caracteristica p > 0 e F uma folheagao em X. Dizemos que F €
p-fechada se para qualquer secao local v € Ty temos que vP € Tr.

Exemplo 3.2.4. Sejam k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p >0 e F a
folheacao em AZ definida pela a 1-forma w = ydx — axdy para algum o € k*. Entdo, F € p-
fechada se e somente se a € Fy,. Para ver isso, considere o campo v = axd, +y0dy e note que
vy € tangente a folheagao definida por w e que v} = aPxdy +ydy,. Assim, v} € tangente a F se
e somente se of =, isto €, a € [F,,. Agora, observe dado um campo v = a(x,y)0, +b(z,y)0,
temos que v € tangente a F se e somente se v = g-vy para algum polinémio g € k[x,y]. Pela
sequndo item da Proposi¢do temos que vP = gPv} + hvy para algum polinémio h. Dai,

resulta que vP € tangente a F se e somente se v’f € tangente a F.

3.2.1 Morfismo de Frobenius e folheagoes p-fechadas

Nesta subsecao relembramos construgoes relacionadas ao morfismo de Frobenius que sao im-
portantes na construgao da p-distribuicao que sera feita nas proximas se¢oes. Mais detalhes
sobre tal morfismo podem ser encontrados em [32, section 3.2.4]. No que se segue, k serd
um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 e X uma variedade projetiva nao
singular definida sobre k. Denotaremos o morfismo estrutural X — Spec(k) por h.
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Definicao 3.2.5. O morfismo Frobenius absoluto, denotado por Fx, consiste no morfismo
que € identidade a nivel de espagos topoldgicos e a nivel de funcdes € o morfismo de anéis
p-poténcia. Mais precisamente,

Fx = (f.f%): (X,0x) — (X,0x)
onde f=1id e 7 :aw aP.

Seja Fj o Frobenius absoluto associado ao esquema X = Spec(k). A nivel de algebras
tal morfismo é o mapa que associal € k a [P € k. Seja X[l g mudancga de base de X por Fj e
denote por Wy o morfismo projecio Wy : X[P! —s X. Considerando os morfismos Fx e h
e usando a propriedade universal do produto fibrado obtemos um tnico mapa Fx, : X —

X[l tal que o diagrama abaixo é comutativo

o

Spec(k) i Spec(k)
Chamaremos Fx/;, de morfismo Frobenius relativo.

Exemplo 3.2.6. Seja X uma variedade afim em A} descrita pelos polindmios f1,..., fr €
klz1,...,xn], isto é, X = Z(f1,..., fr). Escreva

%

fi= Zaﬂ?"'fﬂi" € fj[p] = Zapx?-nxjy.
i i

Entio, X =Z(f1[p],-~7fr[p]) e

Fyx X — X
(x1,...,2p) > (2, ... 2D).
Em particular, se f; e Fplay,...,z,] para todo i, entdo Xl x

Exemplo 3.2.7. Suponha que X = Spec(R) para algum k-dominio R. Seja RP) := R®p k
onde Fy, : k — k € o mapa que associa r — rP. O diagrama acima pode ser visto como a
versao geométrica do sequinte diagrama:

onde h:l—1-1g, Wr:r—>rel, q:lm1®l e Fxpy:r®lw1-rP.
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Observagao 3.2.8. Seja € um Ox-mddulo. Note que FL.E € igual a £ como feixe de grupos
abelianos mas com estrutura de Ox definida do sequinte modo: Dados s€ & e f e Ox temos
que f*s = fP-s. Se considerarmos Fx & = Ox ®p, € temos que o feize F'xE possui estrutura
de Ox-mddulo dada pela regra: g-(f®s) = (g-f)® s para quaisquer se¢oes locais g, f € Ox
e se€&. Em particular, vale gP - (f@s)=(¢" - f)@s=(g* f)®s=f®(g-5) para quaisquer
secoes locais g, f e Ox ese&.

Seja X uma variedade projetiva lisa definida sobre k e F uma folheagdo p-fechada em
X. Seja Ox/r o feixe de k-algebras definido pondo:

Ox/r ={aeOx |v(a) =0 para todo v e Tr}.
E claro que valem as inclusdes: O% c Ox 7 < Ox.
Proposigao 3.2.9. O feize de k-dlgebras Ox r € integralmente fechado.

Demonstragdo. De fato, se a € k(X) & inteiro sobre Oz entao existe uma relagao inteira
de grau minimal:
A" +bp_1a™ + e+ bra+by =0

para alguns bg,b1,...,bn-1 € Ox 7. Se v € T’r entdo aplicando v na identidade acima
concluimos que
v(a)(na™t + (n—1)by_1a™ + - +b) =0

e pela minimalidade de n resulta v(a) = 0. Como v foi escolhido de forma arbitraria temos
que a € Ox/r. O

Observe que como (9";( c Ox,F temos que o mapa F@X/k:OX[,,] —> Ox, que associa
a® !l aPl, se fatora passando por Ox/r, isto €, existe um digrama comutativo

FOX
Ik
Oxm — Ox

|

Ox/7

Desse modo definindo X /F = Spec(Ox/,r) obtemos uma variedade normal e um diagrama
comutativo de mapas dominantes:

Fxk
_ Xk xIp]

LW /
X/|F
Nesse caso, diremos que X /F é uma variedade entre X e X (], Reciprocamente, dada
uma variedade normal Y entre X e X[P] obtemos um subfeixe de Ty dado explicitamente

por
Tr, ={veTx |v(g) =0 para todo g € Oy }.
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Proposigcao 3.2.10. Euxiste uma correspondéncia 1-1 entre folheacoes p-fechadas em X e
variedades normais Y entre X e X! dada pela correspondéncia

FHX/f Yl—>T_7ry.

Além disso, se F tem posto r e Y = X|F entdo [k(X) : k(Y)] =p" e Oxr € regular se e
somente se F € regular.

Demonstragao. Veja [37, 1.9 Proposition]. O]

3.2.2 Operador de Cartier

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 e R um k-dominio local
regular com ideal maximal m. No que se segue assumiremos que R é noetheriano. Um
exemplo concreto de um tal k-dominio consiste na algebra de funcoes regulares de uma
variedade algébrica X, definida sobre k, em torno de um ponto liso z: Ox .. Denote por
RP = {a? | a € R} o subanel de R formado pelas p-poténcias. Fixe t1,...,t, um sistema de
pardmetros de R, isto é, um sistema minimal de geradores do ideal maximal m. Como R é
regular temos que {dti,...,dt,} forma uma base do R-médulo de diferenciais Q}%/k e pelo
[46, Theorem 1] segue que a colecao de monomios da forma ¢*---¢%" para 0 < a; < p—1 forma
uma base de R como RP-moédulo.

Exemplo 3.2.11. Seja x = (0,...,0) € A} e considere a dlgebra de fungées requlares em
torno de x: R = OAZ@‘ Note que fizando x1,...,2, como fungoes coordenadas de A}l temos
que R = k[ml,...,xn]@l’_“@n) e R € finitamente gerado como RP—mddulo com uma base
sendo formada pelos mondémios x{*---x3" com 0 < a; <p-1.

Defina
Z}%/k:{weQ}%/“dw:O} e Bll%/k:{dgeﬁ}%/“geR}.
Seja M(ty,...,t;) o RP-modulo definido pondo
A -1
M(ty,...,t,) =P R dt;.
i=1
Lema 3.2.12. Todo elemento o € Z}%/k se escreve de modo unico como o = o1 + o9 onde
o1 € B]l%/k e 09 € M(tl,. .. ,tr).
Demonstragao. Veja |44, Lemme 1]. O
Seja o € Z}% Ik Pelo Lema |3.2.12| segue que podemos escrever o de modo tinico como
'
o=dg+ Zuftf_ldti
i=1

para alguns g,uq,...,u, € R. Uma tal escritura serd chamada de a p-decomposigao de o.
Observe que para considerar uma tal escritura precisamos, a principio, fixar um sistema de
parametros {t1,...,t.} de R. O Operador de Cartier é o mapa definido pondo:

.7l 1

'
o~ 2 w;dt;.
i=1
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Para uma versdo mais intrinseca do Operador de Cartier sugerimos o leitor a consultar [3].
Nessa versao, tal operador é obtido como a inversa do isomorfismo (ver [3, 1.3.4 Theorem|)

v Q}z/k - Il%/k

rda v [rPaP™ da]

onde H}% Ik é o quociente Z}%/k /B}l% /1, com estrutura de R-modulo dada pelo mapa de anéis
Fr: R — R que associa r — 1P,

Proposicao 3.2.13. O mapa C nao depende do sistema de pardmetros ti,...,t.. Sejam
w,o € Z}%/k 1-formas fechadas e f € R. Entao, valem as sequintes propriedades:

o C(fP0) =f C(o).
e C(df)=0.
o C(frtdf) =df.
o C(%)=4.
Demonstragao. Veja |44, Proposition 1]. O
A seguinte féormula serd de grande importéncia no que se seguiré.

Teorema 3.2.14. Sejaw € Q}z/k uma 1-forma fechada e v € Dery(R) uma derivagao. Entao,
iy C(W)P = iypw — 0P~ (iyw).
Demonstragao. Veja |44, Proposition 3|. O]

Usando a descricao local acima e globalizando as construgoes para uma variedade algé-
brica nao singular definida sobre uma corpo algebricamente fechado k de caracteristica p > 0
obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.15. Seja X uma variedade algébrica nao singular sobre k e denote por
Z)I( p O subfeize de Q}X/k formado pelas 1-formas fechadas. Existe wm operador, chamado o
Operador de Cartier,

C: Z)l(/k - Q%(/k:

unicamente determinado pelas sequintes propriedades:
(i) C(o1+02) = C(01) + C(02).

(ii) C(f?o1) = f Clon).

(iii) C(df) = 0.

(iv) C(f7"df) = df.
(v) C(F)=F.

: ~ : 1
para quaisquer secoes locais f € Ox, 01,09 € ZX/k,
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3.3 Morfismo p-curvatura e p-divisor

Seja F uma folheacao de codimensao um em uma variedade projetiva lisa X definida sobre
um corpo algebricamente fechado k e de caracteristica p > 0. No que se segue iremos supor
que dim X > 2, a menos que seja explicitado o contrario.
Considere o seguinte morfismo de feixes de conjuntos:
w: T]: — T—X
Tr
v vP mod Tr.

Note que pelo primeiro item da Proposicao [3.2.2] garantimos que ¥ é de fato um morfismo

de feixes de grupos, ja que para quaisquer sec¢oes locais vi,ve € T vale ¥(vy +v2) = (v1 +

v2)? mod Tr = v} + v + Zf;ll si(v1,v2) mod Tr = o} + vl mod Tr. Pelo segundo item da

Proposicao sabemos ainda que dados f € Ox e v € Tr temos que (f-v)P = fP-oP

mod T'x. Assim, usando o morfismo Frobenius absoluto obtemos de fato um morfismo de
O x-mobdulos:

o FTr — 2

f
v vP mod Tr.

Relembre que Nz = (Tx /Tx)**. Compondo 1# com o morfismo injetivo natural Tx /Tr —
(Tx/Tx)** (ver Proposigao [2.1.3)) obtemos o seguinte morfismo de Ox-modulos:

pr FxTr — Nr

v VP,

Definigao 3.3.1. Seja X uma variedade ndo singular de dimensdo n > 2 sobre um corpo
algebricamente fechado k de caracteristica p > 0. Seja F uma folheacao de codimensio um
em X. O morfismo p-curvatura associado a F € o mapa de Ox-mddulos:

pr FxTr — Nr
> fi®vi ) fivy.
5 5

Observagao 3.3.2. Nas condi¢des acima, a folheacdo F € p-fechada se e somente se pr = 0.

3.3.1 Folheagoes nao p-fechadas, p-divisor e p-distribuicao

Todas as variedades consideradas nesta secao possuem dimensao pelo menos dois, a menos

que seja dito o contrério, e estdo definidas sobre £ um corpo algebricamente fechado de

caracteristica p > 0. O caso de superficies sera tratado de maneira explicita no Capitulo [5
Comegamos relembrando um resultado que serd importante no que se segue.

Proposigao 3.3.3. Seja F uma folheagio de codimensdo um em X definida por uma 1-
forma racional w. Seja v um campo racional tangente a F.

e Se vP nao € tangente a F e f = ipw entdo

d(fP'w) =0.
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o Para qualquer campo racional vo tangente a F temos que o comutador [vg, v] € tangente

aF.
Demonstragao. O primeiro item é conteudo do [I0, Theorem 6.2]. J& o segundo item se
segue da [40], Proposition 6.1]. O

Seja F uma folheacao de codimensao um em uma variedade X definida sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Suponha que F nao é p-fechada. Pelo pri-
meiro item da Proposigao [3:3.3 sabemos que existe uma 1-forma racional fechada w gerando
N7. Considere o subfeixe T¢,. de T definido pondo

TC}— = {UET}'HUC(LU) =O}

onde C é o Operador de Cartier (ver Proposi¢ao para defini¢do). Observe que T¢,
independe da escolha da 1-forma racional fechada gerando Nz. Com efeito, se o é outra
1-forma racional fechada gerando Nz entdo existe uma fungao racional f € k(X) tal que
w = f-o0. Dai, pelas propriedades do Operador de Cartier, segue que i, C(w) =i, C(f-0) =
fH7.i, C(0) e dai resulta que i, C(w) = 0 se e somente se i, C(c) = 0. Note ainda que se X
¢ uma superficie entao T¢, ¢ o feixe nulo. De fato, pelo Teorema @ sabemos que para
toda se¢ao local v € Tr temos que i, C(w)? = iyw e como estamos assumindo que F é nao
p-fechada concluimos que v ¢ T, ja que Tx possui posto um.

Lema 3.3.4. O feize T¢, € um subfeize saturado de T'x.

Demonstracao. Podemos supor que dimX > 2. Sejam f € Ox e v € Tx secoes locais tais
que f-v e Tp,. Entdo temos f-v e Tr e (f-v)? e Tr. De fato, como f-v € Tg, temos
que if, C(w) =0 e a formula do Teorema implica que i ypw =if, C(w)? =0 e daf
(f-v)? € Tr. Por outro lado, pelo segundo item da Proposigao sabemos que vale a
formula:

(f-v)P=fP+g-fu
para alguma fungao racional g € k(X). Dai, segue que f?-v” € T'r o que implica que vP € T'r

e assim v € T¢,.. Logo, Te, ¢ um subfeixe saturado de T'x. O

Proposigao 3.3.5. Sejam X uma superficie projetiva nao singular definida sobre um corpo
algebricamente fechado k de caracteristica p > 0 e F uma folheagcdo em X. Suponha que
F seja nao p-fechada. Entao, existe um divisor efetivo Ax € Div(X) e um isomorfismo
F;(T]: ~ Ng R0y Ox(—A]:).

Demonstra¢ao. Considere o morfismo p-curvatura associado a F
orFxTr — Ng v 0P

Como F nao é p-fechada e Tr possui posto um segue do Teorema que pr &
injetivo. Agora, temos que T é localmente livre fora de sing(F). Seja U = X —sing(F) e
v um campo gerando T'r em U. Entao, a imagem do morfismo p-curvatura se reduz a segao
induzida por v. Em U o divisor Ax dado pelo lugar de anulamento da imagem de v e assim
obtemos um isomorfismo

oFr A FxTr — Nr® Ox(-AF)

v P

o que encerra a demonstragao. O
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Para dimensao maior que dois vale um resultado similar.

Proposigao 3.3.6. Sejam X uma variedade projetiva nao singular de dimensdo maior que
dois definida sobre um corpo algebricamente fechado k de caracteristica p > 0 e F uma
folheagao de codimensao um em X. Suponha que F seja nao p-fechada. Entao, Ker(ypr) =
F{Te, onde Fx € o mapa Frobenius absoluto. Além disso, existe um divisor efetivo Ax €
Div(X) tal que a sequencia

0— F;{TCJ__ — F;{T]: — Ng B0y O)((—A]:) —0
€ exata em codimensao um, isto €, fora de um conjunto fechado de codimensao > 2.

Demonstracdo. Pelo Lema sabemos que T¢,. ¢ um subfeixe saturado de Tx. Como
X ¢ uma variedade nao singular e como T¢, ¢ um subfeixe saturado de Tx garantimos
que T¢, ¢ um feixe reflexivo (ver Lema . Além disso, pelo Teorema de Kunz (ver
[30, Theorem 2.1]), sabemos que o morfismo de Frobenius absoluto Fx é plano. Dai, segue
que F5Te, também ¢ reflexivo (ver [23, Proposition 1.8]) e um subfeixe saturado de F5T'r
(ver |45, Lemma 15.22.4]). Agora, note que FT¢, e Ker(¢r) sao subfeixes saturados de
F{Tx que possuem o mesmo posto. Além disso, note que F5T¢, c Ker(px). De fato,
uma secao local de FiTe, é da forma }; f; ® v; com v; € T¢, ¢ Tr para todo i. Assim,
i fi ®v; € F{Tr. Por outro lado, note que a férmula no Teorema implica que para
todo i temos que ipw = i,, C(w)? = 0. Dai, obtemos Y; fii,pw = ¥; fiiy, C(w)? =0 0 que
implica ¥, f; ® v; € f(er(gpf). Logo, FxTc, c Ker(pr) e pela lsaturagéo resulta a igualdade
FTe, = Ker(io5).

Agora, como F T, ¢ reflexivo temos que tal feixe é localmente livre fora de um conjunto
fechado de codimensao > 3, digamos S (veja [23, Corollary 1.4]). Como F'{T'r é localmente
livre fora de sing(F) se tomarmos S = sing(F) U S entdo garantimos que FxTr e FyTe,
sao localmente livres em U = X — Z de posto n—1 e n— 2 respectivamente. Para cada Q) € U
escolhemos geradores locais de Tr® Ox g de modo que n—2 estejam em T¢, ® Ox . Observe
que uma tal escolha é possivel ja que T'r é livre de torcao. Logo, a nivel de geradores, se
V1,...,Un-1 possuem tal propriedade entdao a imagem do morfismo p-curvatura se reduz a
uma tnica se¢do que é a induzida por v,-1. No aberto U o divisor Az é dado pelo lugar de
anulamento da imagem de v,_1. O

Definicao 3.3.7. Seja F uma folheagdo nao p-fechada em X. A p-distribui¢ao associada
a F € o subfeive de Tx definido por Te,.. O p-divisor de F € o divisor Ar.

Proposicao 3.3.8. Seja F uma folheacido em wma superficie projetiva nao singular X
definida sobre k. Suponha que F seja nao p-fechada. Entdo, a identidade

Ox(AF) =w3 ® N
vale em Pic(X).
Demonstragio. E uma consequéncia direta da Proposicao m O

Proposicao 3.3.9. Seja F uma folheagao de codimensiao um em uma variedade projetiva
nao singular X de dimensdo pelo menos trés e definida sobre k. Suponha que F seja nao
p-fechada. Entao, a identidade

Ox(Ay:) = w?i-p® (wéf)‘gp@Ny:
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vale em Pic(X).

Demonstracao. Pela Proposicao sabemos que existe uma sequéncia exata em codimen-
sSa0 um:
0— F;(TC}_ — F;(T]: — Ng ®0y Ox(—A]:) — 0.

Tomando determinantes obtemos a formula desejada. O

Corolario 3.3.10. Seja F uma folheagdo de codimensdao um e grau d em P} (n>2). Entao,
vale a sequinte formula:

deg(Ax)=p(d-n+1)-p(deg(Cxr)-n+2)+d+2=p(d-deg(Cr) -1) +d +2.

Demonstragao. Como wzr = Opp(d-n+1) e Ny = Opn(d+2) o coroldrio resulta da Proposigao
3.3.91 O

Uma propriedade interessante sobre o p-divisor consiste na seguinte proposi¢ao (compare
com [39, Corollary 1]).

Proposigao 3.3.11. Seja X uma variedade nao singular definida sobre um corpo algebri-
camente fechado k de caracteristica p > 0 e F uma folheacio em X. Suponha que F ndo
€ p-fechada e seja H uma hipersuperficie irredutivel em X. Se H €é F-invariante entdo
ordg (Ax) > 0. Reciprocamente, se ordg(Ax) #0 mod p entao H é F-invariante.

Demonstrac¢ao. Suponha que H é F-invariante. Seja R = Ox g o anel de fungoes regulares
de X ao longo de H. Como X é nao singular temos, em particular, que X é nao singular
em codimensao um. Em particular, segue que R é um anel local regular. Seja U um aberto
afim tal que T’ ¢ dada por campos regulares v1,...,v,-1 ¢ Nz é dada por uma 1-forma
regular w em U. Seja {f = 0} a equagao local de H em U. Note que f é um parametro
regular para o anel R e devemos mostrar que ords(Ar) > 0. Agora, temos

vi(f)=fH; , wnAdf=fo

para alguns H;e Re o ¢ Q% Ik Contraindo com o campo v! obtemos

Figp(0) = iy (@ A df) = (iyow)df ~ i, (df o

Usando a igualdade v;(f) = fH; concluimos que v} (f) = fHp; para alguma funcao regular
Hp ;. Assim,

figwo +v] (flw = (ipw)df = ipwe(f)
eordg(Ax)>0.

Reciprocamente, suponha que ord,(Ax) =a #0 mod p e escreva Az = f*g com g € R*.
Pela Proposigao sabemos que d(A?E_ 1w) =0 e expandindo tal férmula obtemos

a-gdf nw= f(gdw—dg Aw)
o que implica f|df Aw. Assim H é F-invariante. O

Proposigao 3.3.12. Seja F uma folheacao de codimensao um em Py (n >2) sobre um corpo
algebricamente fechado k de caracteristica p > 0 e tal que p + deg(Nx). Entao, F admite
uma hipersuperficie invariante.
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Demonstracao. Seja w a 1-forma projetiva definindo a folheagao F. Se F é p-fechada entao
F admite de fato uma infinidade de solu¢ées. Assim, podemos supor que F é nao p-fechada.
Como p 4 deg(Ng) segue do Corolario que deg(Ax) # 0 mod p. Em particular,
Ar nao é um p-fatoil'| e assim existe um polinémio irredutivel ) ocorrendo em Az com
deg(Q) # 0 mod p. Tal fator, define uma hipersuperficie F-invariante pela Proposi¢ao

B.3.11 O
3.3.2 A p-folheagao e sua relacao com operador de Cartier

Seja X variedade nao singular de dimensao pelo menos trés e definida sobre um corpo
algebricamente fechado k de caracteristica p > 0. Seja F uma folheagao de codimensao um
em X. Defina um subfeixe de T'x pela regra

CT(F)={veTx |i,C(w) =0 para toda 1-forma racional fechada w se anulando em F}.

Definigao 3.3.13. Seja F uma folheagdo nao p-fechada de codimensio um em X. A trans-
formada de Cartier de F ¢é a distribui¢io definida por CT (F).

A transformada de Cartier de uma folheagdo ndo é necessariamente uma folheagao.

Exemplo 3.3.14. Sejam Ai, Ay e As polindmios em k[x,y,z] dados por Ay = xP, Ag = yP
e A3 =yP L+ 2P + 2 e considere a folheagcdo em Az definida pela 1-forma

w= A]fxpflda: + Agypfldy + Agzpfldz.
Entao, seque facilmente que w € uma 1-forma fechada com
C(w) = zPdx + yPdy + (yP~ + 2P + 2)dz.
Dai, d C(w) = —yP2dy ndz o que implica C(w) Ad C(w) = 2Py 2dx Ady Adz # 0.

Proposigao 3.3.15. Seja F uma folheagcio de codimensdo um e nao p-fechada em X.
Entao, a p-distribuicao associada a F coincide com a saturagao de Tr nTC(F) em Tx.

Demonstracao. Sejam v € Tx uma segao local e w uma 1-forma racional fechada se anulando
ao longo de F. Pela formula do Teorema [3.2.14] temos que

iy C(w)P = dyppw — v”_l(ivw) = fypW.

Seja v € Te,.. Pela defini¢ao segue que v? € T'r e assim 4,00 = 0 para qualquer o € Nz. Em
particular, se w é fechada temos que i, C(w) = 0 o que demonstra que T¢, c T n TC(F).
Agora, seja v € Tr nTC(F). Pela definigdo temos que i, C(o) = 0 para qualquer 1-forma
racional fechada o se anulando em F. Em particular, pela féormula acima temos que a
igualdade 7, C(w) = 0 implica que ipw = 0. Assim, v € T¢,.. O]

Corolario 3.3.16. Seja F uma folheacdo nao p-fechada de codimensao um em X e suponha
que F admite um fator de integragio, isto é, existe uma segio nao nula s € H*(X, Nx) tal
que s -w € uma 1-forma regular fechada. Entao, Cr é a folheagio que consiste no nicleo
da 2-forma

C(st-wyast w.

listo é, ndo existe um divisor D tal que pD = Ax
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Exemplo 3.3.17. Sejam dy,da,...,d, € Zsg e Fy, F1,...,F, € k[xg, 21,22, 23] polindmios
homogéneos com d; = deg(F;). Suponha que Fi,..., F, sao irredutiveis e primos entre si.
Sejam az, ..., ap € k* =T tais que ¥i_y aid; =0 e considere a 1-forma

dF;
F

.,
Q=FFFF ) o
i

A 1-forma acima define uma folheagiao F (folheagao logaritmica). Suponha que F seja nao
p-fechada.

Note que F admite um fator de integracao. De fato, considere F' = F1Fy---F,._1 F,.. Entdo,
F e HY (P, N#) € tal que d(%) = 0. Agora, pelas propriedades do operador de Cartier (ver

Proposi¢ao temos que

D) _ oo 0 L i
C(F)_C(E%Fi)_zai 7

r
=1

Dai, seque que
Q Q 1 1 dFl/\dF
C(—)/\—: E (aj/pai—ai/paj)—i ) 1

i<j

Assim, pela proposicio acima temos que Cx € definida pela saturacao da 2-forma

1 1 -
g = Z(aj/pai - Oéi/paj)FijdE A dFj.

i<j

onde Fy; = % Seja H o divisor de zeros (o) da 2-forma o. Dai, seque que Cx € uma
ity
folheacdo de codimensao dois e grau

idi—dl—d2+(d1—1)+(d2—1)—1—deg(H)=D—3—deg(H) =d-(1+deg(H))
i=1

onde d = deg(F). Pelo Coroldrio concluimos que deg(Ax) =d+2+pdeg(H).

Observagao 3.3.18. O menor grau possivel para p-divisor de folheagdes (nao p-fechadas)
de codimensao um em Pi e grau d > 1 € precisamente d+ 2. De fato, dada uma folheagcdao F

em IP’i de grau d > 1 temos pelo Coroldrio|3.3.10
deg(Af) = p(d - dC;: - 1) +d+2

onde dc, € o grau da p-distribui¢ao associada a F. Como dc, >0 temos que deg(Ar) > d+2.

Proposicao 3.3.19. Seja f: X—— S um mapa racional dominante separdvel onde S € uma
superficie nao singular. Suponha que dim X = 3 e seja F uma folheagdo de codimensdo um
em X que nao é p-fechada. Suponha que F € um pullback por f, isto é, F = f*H para
alguma folhea¢ao H em S. Entao, Cx = Ker(df).

Demonstragao. Seja G = Ker(df) a folheagao definida pelo mapa racional f. Note inicial-
mente que o feixe G é um subfeixe saturado de Tx de posto r = dim X —dim S = 1. Desse
modo, como Cx é saturado de posto r = 1 segue que para mostrar o teorema acima é suficiente
mostrar que G c Tg,.

Seja v € Tx. Pela definicdo temos que v € G se e somente se para qualquer se¢ao local
g € Og temos que f*g é uma se¢ao local tal que v(f*g) = 0. Agora, dada qualquer derivagao
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v e he Ox tal que v(h) = 0 temos, por iteracio, que v¥(h) = 0 para todo k € Z,o. Em
particular, vale vP(h) = 0. Isso demonstra que G é estavel por p-poténcias. Por outro lado,
segue da defini¢ao que G c Tr. Como Cr é a maior subfolheagdo de F estéavel por p-poténcias
temos que G c T¢,.. O

3.4 Componentes irredutiveis de Fol, ,(P})

Dado um polindmio homogéneo F' € C[xg,...,x,] de grau d nao é dificil verificar que a
1-forma homogénea w = dF' nao define uma folheagao em P¢. Isso se segue da féormula de
Euler ja que irdF = deg(F)F # 0 de modo que dF nao define uma secao global de Q. (d).
Por outro lado, se estamos considerando computagoes sobre um corpo k de caracterlicstica
p>0ese F €k[xg,...,z,]q € homogéneo de grau d entao a formula de Euler garante que
dF define uma folheacao quando p divide d. Em particular, resulta a seguinte observagao:

Observagao 3.4.1. Sobre um corpo k de caracteristica p >0 existem folheagoes em ]P’i que
nao admitem nenhuma singularidade. Com efeito, tome F € k[xzg,x1,22], um polinémio
homogéneo de grau p > 0 tal que Z(g—:;, g—:;, 88712) =@ e considere a folheacdo definida pela

1-forma w = dF'.

Exemplo 3.4.2. Seja d um inteiro tal que p | d e considere C a curva em IP’% descrita pelo
polindmio

F= md_ly + yd_lz + 2t
Seja F a folheagdo definida por dF. Entao, F € uma folheacdo de grau d —2 e admite C
como uma curva F-invariante ndo singular de grau d. Observe ainda que se d =p =3 entdo
F € uma folheagao lisa.

Nesta se¢ao, vamos mostrar que folheagbes que podem ser definidas por 1-formas do
tipo dF' com F um polinémio irredutivel de grau p formam uma componente irredutivel do
espago de folheagoes de grau p — 2.

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 e considere o mapa
racional § que é definido da seguinte maneira.

5:P," = P(H (P}, Opp (p))) -~ P(HO (PR, O (p))) = P,
[F] > [dF].

Observe que o lugar de indeterminacao de ¢ é o fechado que consiste de todos os polindmios
homogéneos de grau p que sao p-poténcias. Seja U c ]P’ka” o aberto onde o mapa acima esté
definido. Vamos abusar a notagdo e continuar a denotar por é o mapa restrito a U. Note
ainda que a imagem de 0 estd contida no espago de folheacoes em PP} de grau p - 2, isto é,

em Fol, o (P}).

Lema 3.4.3. Seja w uma 1-forma projetiva fechada em AZ“. Se w possui coeficientes de
grau p—1 entdo w = dF.

Demonstracao. Considere a p-decomposicao de w, isto €, escreva w como

n
w=dF + Zuixf_lda:i
i=0
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no sistema de coordenadas x,...,z,. Pela discussdo na Subsegao [3.2.2] sabemos que w
admite uma tnica, médulo k*, escritura como acima. Segue da homogeneidade de w que
F € k[xo,...,x,] é homogéneo de grau p e que u; € k para todo i € {0,...,n}. Contragao de
w com o campo radial R implica

n n
0=igw =1trdF + ZuixffliRdaci =0+ (Zuil/pxi)p == u;=0 Vie{0,...,n}.
i=0 i=0

Dai, w = dF para algum polindémio homogéneo F € k[xo, ..., Zn]p. O

Proposicao 3.4.4. Se p>2 en >2 entao o fecho de Zariski de 6(U) € uma componente
irredutivel de Folp o (Py).

Demonstracao. Para provar a proposicao acima considere o aberto
V = {[w] € Fol,2(PP}) | codim(sing(w)) > 3} .
Vamos mostrar que para todo [F'] € U tal que dF € V temos que o mapa

d[F]5 T[F]Pivp — T[dF] Folp_g (PE)
[F]+e[G] = [dF] + €e[dG]

¢ sobrejetivo. Observe que a condigao [F'] € U tal que [dF] € V é ndo vazia. Com efeito,
sejam d € Zsq divisivel por p e ¢ € k*. Considere a hipersuperficie em P} descrita pelo
polinémio

F-cx0+x%x§l2+ le 1+IL‘

Pela [41], Section 3, pag 235] segue que Z(F') c P} define uma hipersupeficie lisa. O argu-
mento em [41l Section 3, Case II, pag 235] mostra ainda que sing(dF') = {[-1/2:1:0:-:
0],[1:0:--:0]} de modo que codim(sing(dF')) > 3.

Agora, seja o € Tjgp) Folpo (P}) de modo que podemos escrever o = dF +ew. A condi¢ao
de integrabilidade o A do = 0 implica que dF A dw = 0. O Lema de de Rham generalizado
em [34, Proposition 2.1] implica que dw = o A dF' para alguma 1-forma projetiva a de grau
e. Como dw é uma 2-forma com coeficientes tendo grau p — 2 e dF tem grau p — 1 nos
coeficientes resulta que a = 0. Logo, dw = 0. Usando o lema anterior segue que ¢ = dG para
algum G € k[zo,...,2,]p, 0 que demonstra a sobrejetividade. O
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Capitulo 4

Folheagoes p-fechadas de dimensao um em P}

Resumo. Neste capitulo estudamos as folheacoes p-fechadas em P} (n > 2) que sao de
dimensao um e grau d > 0. Apresentamos todas as componentes irredutiveis de tal espago
quando d = 1 e mostramos que o numero de tais componentes é da ordem p™. Usamos tal
resultado para estudar as folheagoes em Pi que sao pullbacks de folheagoes em ]P’ll( X IP’II{ por
aplicagoes racionais de grau um.

4.1 Introducao

A Conjectura F formulada por T. Ekedahl, N. Shepherd-Barron e R. Taylor no artigo A
conjecture on the existence of compact leaves of algebraic foliations (|16, Con-
jecture F|) prediz em particular que uma folheagao F de posto r > 1 em Pg(n > 2) possui
todas as folhas algébricas se e somente se a sua reducao modulo p é p-fechada para quase
todo primo na algebra de definigdo de F. Como mencionado na introdugao, a algebricidade
das folhas de uma tal folheacdo é algo de natureza rara mesmo para IP’%. Nesse sentido, tal
conjectura sugere que se fixarmos um corpo algebricamente fechado k de caracteristica p >0
e consideramos o espaco de folheacoes p-fechadas de codimensao g > 1 e grau d > 0 em P}
entao a geometria de tal espaco deve ser complicada.

Nesse capitulo vamos considerar o caso em que n>2, g=n—-1e d =1. Vamos mostrar,
em particular, que o nimero de componentes irredutiveis do espaco de folheacoes p-fechadas
de dimensao um e grau um em [P} é da ordem p" onde p ¢ a caracteristica do corpo base k.

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 e denote por Foly 1 (IP};)(0)
o espago parametrizando as folheacoes de dimensdo um e grau um em P} (n > 2) que s@o
p-fechadas. Para cada [ag : - : oy, ] € P} denote por F(a,...,oy) a folheagdo de dimensao
um e grau um em Py determinada pelo campo

v(@o, ..., o) = Qx0z, + 012103, + - + Qp-1Tn-10s, | + WnTn 0Oy,

e considere a seguinte subvariedade de Foly 1 (P})(0):

V(ao,...,an) = {F eFoly 1(P})(0) | F & conjugada via Aut(Py) a F(ao,...,an)}

onde a barra significa o fecho de Zariski.
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Teorema A. Suponha que p nao divide n+1. Se [ag: o] € PL(F)) e Xitga; =0 entao
V(ag,...,an) € uma componente irredutivel de Foly 1 (IP})(0). Além disso, toda componente
wrredutivel de tal espaco € dessa forma.

Para a demonstragao do teorema acima o primeiro passo consiste em identificar o espago
de folheagoes p-fechadas de dimensao um e grau um em [P} como uma subvariedade do espago
das matrizes quadradas de tamanho n + 1 que possuem trago zero. Feita tal identificacao o
resultado seguira de um resultado sobre matrizes. Mais precisamente, denote por Trg(0; n+1)
(n > 2) a projetivizacdo do espago das matrizes quadradas de tamanho n + 1 que séo p-

fechadas e possuem trago nulo. Para cada [ag : a1 @ - ¢ ap-1 : ap] € P} denote por
D(ayp,...,a,) a matriz diagonal
[ag 0 0 0O O 0]
0 apr 0 0 O 0
D(a()a"'aan):
0 0 0 0 a,1 O
0 0 00 0 a

e considere o seguinte conjunto

O(ag, ..., an) ={[gD(ag,...,an)g7 ] €Tro(0;n+1) | g€ Glpii(k)} c Tro(0;n+1)

onde a barra significa o fecho de Zariski em Tro(0;n + 1).
O Teorema [A] sera consequéncia do seguinte teorema.

Teorema 4.1.1. Se [ag : - ap] € PL(F,) e Y;a; =0 entao O(ay, ..., o) € uma compo-
nente irredutivel de Tro(0;n +1). Além disso, toda componente irredutivel de tal espago é
dessa forma.

Como consequéncia do Teorema [A] obteremos uma aplica¢ao ao estudo de deformagoes
de folheagoes em ]P’i que sao pullbacks de folheacoes em IPll{ X Pll( por aplicacOes racionais de
grau um.

Corolario 4.1.2. Seja C uma folheacdo de dimensdo um e grau um em Pi. Suponha que
C seja p-fechada e seja {Ct}ier uma familia de folheagoes p-fechadas com Co = C para algum
ponto fechado 0 € T. Se C € definida pela mapa racional

®:Pi—— Pl x P}
[zo:z1:y0:y1] = ([wo:z1], [yo:y1])

entdo existe um aberto U sobre 0 tal que para todo t € U temos que C; € definida por um
mapa racional Py :]P’i —— ]Pll( X ]P’ll( de grau um com ®g = P.

Para a demonstragao do Teorema[4.1.1] vamos considerar inicialmente uma decomposigao
do espago de matrizes quadradas de tamanho n + 1 que sao p-fechadas com traco nulo e nao
nilpotentes, isto é, Tro(0;n +1) — {[A] € Tro(0;n+ 1) | A™ =0}. O proximo passo, consiste
em mostrar que tal decomposigao determina uma decomposi¢ao do espago Tro(0,n+ 1), por
passagem ao fecho de Zariski. O Teorema [A] sera consequéncia de certas identificagoes e
construcoes que serao explicitadas nas primeiras se¢oes desse capitulo.
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4.2 Folheagoes de dimensao um e grau d >0 em [P}

Nesta secao estudamos as folheacoes de dimensao um e grau d > 0 em P. Mostramos, sob
certas condigoes, que dada uma tal folheacao em P} podemos associar naturalmente um
campo homogéneo em AZ” com divergente nulo e vice versa. O contetido dessa segao é
similar ao conteido em [27, Proposition 1.4].

No que se segue adotaremos a seguinte notacao.

e X4(A7™) = campos homogéneos de grau d > 0 em A7*!. Um elemento v € X(A7*!)
se escreve como v = y.ivg A;0y, com A; € k[xo, ..., z,] polindmio homogéneo de grau d
para todo 1.

e FFor(j,d;n+1) = projetivizagao do k-espaco vetorial das j-formas homogéneas em AZ”
de grau d nos coeficientes.

e Forg(j,d;n + 1) = fechado em For(j,d;n + 1) que consiste nas j-formas homogéneas

de grau d em A7*! que sdo projetivas, isto &, igo = 0 para todo [o] € Forg(j,d;n +1)
onde R ¢ o campo radial R =Y 20, .

Relembramos a seguinte proposigao.

Proposicao 4.2.1. (Férmula de Euler) Seja w uma q-forma homogénea em AZ” com coe-
ficientes tendo grau d. Entdao,

ipdw + digw = (¢ + d)w.
Em particular, se [w] € Forg(q,d,n+1) entao
igpdw = (q+d)w.
Demonstragao. Isso é o conteudo de [27, Lemme 1.2]. O
Seja X(d;n + 1) a subvariedade de For(n,d;n + 1) definida pondo
X(d;n+1) ={[c] eFor(n,d;n+1)|do=0}.
Observe que o operador diferenciagdo define uma aplicagao.

D:Forg(n-1,d+1;n+1) — X(d;n + 1) c For(n,d;n+ 1)
[o] = [do].

Observe que quando p + d + n temos que D esta bem definida e induz um morfismo entre
variedades. Por outro lado, quando p|d+n a aplicagdo acima é, a principio, apenas racional.

Proposigao 4.2.2. Suponha que p + d+n. Entao, o mapa D é um isomorfismo de varie-
dades.

Demonstracao. Isto se segue da formula de Euler. De fato, defina o mapa integracao pondo:

I:X(d;n+1) — Forg(n-1,d+1;n+1)

[o] = [ira].
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Sejam o e w duas formas homogéneas em AZ” de tipo n e n — 1 respectivamente. Suponha
que o (resp. w) tem grau d (resp. d + 1) nos coeficientes. Pela formula de Euler temos que
igpdo + diro = (d+n)o e igdw + digw = (d+n)w. Se [o] € X(d;n +1) c For(n,d;n + 1)
entao temos do =0 e dai (d+n)o = digo. Como p 4 (d+n) temos que [o] = [diro]. Em
particular, D(I([c])) = [o]. Agora, se [w] € Forg(n—1,d+ 1;n+ 1) temos que irw =0 e dai
(d+n)w = igdw. Dai resulta [irdw] = [w]. Em particular, D(I([w])) = [w]. Isso mostra
que D é um isomorfismo com inversa dada por I. O

Seja o € For(n,e;n + 1) uma n-forma homogénea em AZ” de grau e > 0. Escreva
o=y Aidzg A Adzisg Adxg Adxi A Aday,.
i=0
Entao, uma simples computacao mostra que

do=0 < Z(—l)i% = 0.
=0 9

%

Dado um campo homogéneo v = };_y 4;0,, de grau d em AZ” relembre que o seu divergente
consiste no polinémio

i) xn]d—l-

Defini¢ao 4.2.3. Seja o € For(n—1,d+ 1;n+ 1) uma n — 1-forma homogénea em AZ” de
grau d + 1 nos coeficientes. Escreva

do =) Aidxo A A dz; A A day,.
i=0

O campo ‘homogéneo de grau d com divergente nulo associado a o € definido pondo v, =
Proposigao 4.2.4. Seja Vecq(AP*') c P(X4(AF)) o fechado definido pondo

Vecg(ARM) = {[v] e P(Xq4 (A1) | div(v) = 0}.
Suponha que p + d+n. Entdo, os mapas

D:Forg(n-1,d+1;n+1) — X(d;n+1) VYo: X(d;n + 1) —> Vecg(AP)
[U] = [dJ], [w] = [UiRUJ]?

Y3:For(n—1,d+1;n+1) — Vecg(APH)
[w] = [va],

sao isomorfismo de variedades.

Demonstra¢ao. Como 13 = 12 0 D e como foi demonstrado na Proposicao que D é um
isomorfismo segue que para provar a proposicao ¢é suficiente provar que 9 é um isomorfismo.
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Para isso, considere o mapa
Yo: Vecg (AR — X(d;n +1)

n n . ~
Z Ajaj = Z(—l)zAidl‘o VANERIVAN dl‘i_l AN dxi AN dle VANRERIVAN dxn.
7=0 i=0

Entao, nao é dificil verificar que 2 é a inversa de 5. O
Denotaremos por Folq ;1 (IP}) a variedade que parametriza as folheagoes de dimensao um
e grau d >0 em P. Um elemento da variedade se identifica naturalmente como uma n — 1-

forma homogénea projetiva em AZ” de grau d + 1 nos coeficientes, isto é, elementos de
Forg(n-1,d+1;n+1). Observe que nao estamos impondo condi¢des no conjunto singular.

Proposigao 4.2.5. Seja Folg 1(IP}) o espaco parametrizando as folheagoes de dimensao um
e de grau d >0 em ;. Suponha que p + d+n e denote por .’{d(AZ”) o k-espaco que consiste
de campos homogéneos de grau d em AZ”. Seja P(%d(AZ”)) sua projetivizacao e considere
o conjunto de todos os campos homogéneos de grau d em AZ” que tem divergente zero:

Veea(A) = {[v] e P(Xa(AF™)) | div(v) = 0}  P(Xa(AL*)).

Entao, o mapa natural
y:Folq 1 (PL) — Vecg(ARH)

G+ [vg]

€ um isomorfismo.

Demonstracdao. Segue da Proposicao 4.2.4 O

Exemplo 4.2.6. Fize xg,x1,y0,y1 como as funcgoes coordenadas de Pﬁ e seja G uma folhe-
ac¢do de dimensdo um e grau d > 0 em Pi. Suponha que G estd definida por uma 1-forma
projetiva

o = AdxgAdxy + BdzgAdyg+Cdxordyy + Ddzy Adyg+ Edxy Adyy + Fdyondyy € Forg(2,d+1,4)
€ escreva
do = A0d$0 N dl’l N dyg + Aldiﬁo A dl’l N dyl + AQdZEO A dyo N dyl + A3d.1‘1 A dyo A dyl.

Entao, temos que

0A 0B 0D 0A 0C OF
Ay=— -+ — A= ———+ —,
8y0 6951 5'1‘0 8y1 6951 5'1‘0
4, 0B _0C OF 0D _OE OF

= — = +—
Oy1 Oyo Oxo Oy1  Oyo Oz

e 0 campo homogéneo de grau d e com divergente nulo associado a G €, médulo k*, o campo
homogéneo associado a o dado por

Vg = Agaxo - Agaml + A18y0 - Aoayl.
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4.3 Matrizes p-fechadas

Denotaremos por M,.1(k) o k-espago vetorial que consiste das matrizes quadradas de ta-
manho n+1 com n > 2 e por M. (k) sua projetivizacao. Relembre que Fol; ;(P}) denota a
variedade parametrizando as folheagoes de dimensao um e grau d = 1 em Py.. Tal variedade
se identifica naturalmente com a projetivizagdo do k-espacgo das n — 1-formas homogéneas
projetivas em AZ” de grau dois nos coeficientes, isto é, Forg(n—1,2;n+1).

Definicao 4.3.1. Seja A € M,.1(k). Dizemos que A é p-fechada se existe o € k tal que
AP = - A.

Proposicao 4.3.2. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Se
A€ My1(k) € p-fechada e nao nilpotente entao A € diagonalizdvel.

Demonstracao. Como A é p-fechada e nado nilpotente sabemos que existe a € k* tal que
AP = - A. Em particular, se considerarmos o polinémio p(T') = TP — oT € k[T] temos que
p(A) = 0. Em particular, o polinomio minimal de A divide p(T'). Agora, comop (T') = —a £ 0
temos que p(T') possui todas as raizes distintas. Em particular, segue que o polinémio
minimal de A possui todas as raizes distintas. Logo, A é diagonalizavel. O

Observagao 4.3.3. Seja A € My,1(k) uma matriz quadrada de tamanho n+1. Se A é
p-fechada entdao qualquer matriz B conjugada a A também € p-fechada. De fato, se AP
a-AegeGlyi(k) € tal que A = gBg™" entio o-gBg™' = a-A = AP = (¢gBg~!)P
(9Bg~")(gBg™')~(9Bg~")(9Bg™") = gB’g™" e dai seque que B” = a- B.

Exemplo 4.3.4. Sejam ag,aq,a9 e ag € k™. Considere

ag 0 0 O
0 ap 0 O
D(Oéo,Oé1,()[2,0é3)= 0 01 as 0
0 0 0 a3

a matriz diagonal associada. Entao, D(ag, a1, a9, as3) € My(k) € p-fechada se e somente se
para quaisquer i,j temos que o;fa € Iy

Seja Tr(0;n + 1) a subvariedade de M,,11 (k) definida explicitamente por
Tr(0;n+1) = {[A] e My41(k) | tr(A) =0}

e denote por Trg(0;n + 1) a subconjunto de Tr(0;n + 1) dado pelas matrizes p-fechadas.
Explicitamente,

Tro(0;n+1) = {[A] e M,,41(k) | tr(A) =0 e A é p-fechada}.
Proposicao 4.3.5. Os conjuntos Tr(0;n+1) e Tro(0;n + 1) sao fechados em M1 (k).

Demonstragio. B suficiente mostrar que a condicdo de uma matriz [A] € M1 (k) ser p-
fechada é uma relagao fechada em M,,.1(k). Seja [A] € M,,41(k) uma matriz p-fechada.

Entdo, existe a € k tal que A = - A. Se [A] = [(ai;)] e [AP] = [(ag.)))] entao a condigao
AP = o - A pode ser reescrita como

(») _ (p) . ..
a;j’ Quy = Gy G55 Para quaisquer i, j,u e v
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que sao relagoes fechadas nos coeficientes de A ja que agf ) & um polinémio homogéneo nos

coeficientes de A. Isso encerra a demonstracao da proposicao. O

4.4 Matrizes com trago nulo e [Fol; ;(IP})

Seja G uma folheacao de dimensdo um e grau um em P}(n > 2). Pela Proposigao m
sabemos que existe um campo, vg, homogéneo de grau um com div(v) = 0 definindo G.
Temos ainda que vg € tnico a menos de multiplicacao por elementos de k*. Escreva

n n n n
Vg = Z (Li(].mazo + Z ailxiaxl + e+ Z am,lxﬁznfl + Z amxz@xn
1=0 1=0 1=0 1=0

e seja Ag a matriz cuja a [-ésima coluna é formada por v(x;) = Yit a;z;. Mais precisamente,

apo ag1 v aon-1 Aan
aio aii v Ain-1 aln
Ag = (v(zo)|v(z1)] -+ [v(zn-1)|v(2n)) =
n-10 Qn-11 - * A4pn-1n-1 0n-1n
| ano Gnl o Gnpn-1 Gnn |

Nesse caso, diremos que Ag é a matriz de trago zero associada a folheacao G. Observe que
Ag ¢é tnica modulo k* e que 0 = div(vg) = agp + a11 + g2 + =+ + Ap-1p-1 + app, = tr(Ag) = 0.
Defina o mapa

¢ :Foly 1 (Py) — Tr(0;n+1) [vg] — [Ag].

A Proposicao [£:2.4] pode ser reformulada na seguinte forma.
Proposigao 4.4.1. O mapa
P:Foly 1 (Pg) — Tr(0;n+1)
[vg] = [Ag]
€ um isomorfismo de variedades se p nao divide n + 1.

A seguinte proposicao estabelece a relagao entre folheagoes de dimensdo um e grau um
em [P que sao p-fechadas e as matrizes quadradas de tamanho n + 1 que sao p-fechadas.

Proposicao 4.4.2. Seja G uma folheagao de dimensio um e grau um em P} e seja vg o
dnico, modulo k*, campo homogéneo de grau d =1 com divergente nulo que define G. Seja
vg o campo definido pondo

vg = vg(20) 0z + G (1) 0y + -+ + 05 (2n-1)0s,,_, +v5(2n) 0,

e suponha que vg; # 0. Entdo, vg representa uma folheagio e ¥ ([vg]) = ¥ ([vg])P.

Demonstracao. Note que vg define uma folheagdo. De fato, como em caracteristica p > 0
vale tr(AP) = tr(A)P temos que div(vP) = div(v)? = 0. Assim v define uma folheagio de
dimensao um e grau um em P}, isto é, um elemento de Tr(0;n+1). Agora, seja Avé a matriz
que representa o campo homogéneo

Ué = vé(xg)amo + vé(:vl)axl +oeet vé(:rn,l)@xn_l + Ué(ﬂ:n)amn.
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N L . A2
Para demonstrar que 1 preserva p-poténcias é suficiente mostrar que Avé = Az ” Temos que

A?]g = (bsj) com b;; = i a;parj. Por outro lado, fixado i € {0,1,...,n—1,n}, temos que
vé(wz) =v(v(x;)) = U(Z ajiT;) = Zajiv(xi) = Zajiaipxp.
J J Jp

. 2
Assim, Avé = (cij) com ¢ = Yp kjGik = 2 Qikak; = bjj de modo que obtemos Avé = Avg.

Considerando p-iteragoes concluimos que vale a formula: A7, = Avg . O

Observagao 4.4.3. Sejam G uma folheagao de dimensao um e grau um em P (n>2) e vg
um campo homogéneo de grau um e com divergente nulo associado a G. Seja A = (ai;) €
M,+1(k) uma matriz com trago nulo definida sobre o corpo k e considere o campo homogéneo
de grau um definido por A. Mais precisamente,

n n n n
VA = Z aioxi&;o + Z aﬂxiazl + et Z ain_lxia%kl + Z amxi&cn.
=0 =0 1=0 1=0

Entao, va define uma folheagao A de dimensao um e grau um em Py e o campo

v =vg(va(r0))0z, +vg(va(21)) s, + -+ + Vg (VA(Tn-1))0z, , +vg(Va(Tn))Ox,

determina uma folheagdao de dimensao um e grau um em Py com matriz associada dada por
[Ay] =[Ag-A] e Tr(0;n+1).

Proposicao 4.4.4. Seja G uma folheagao de dimensio um e grau um em Py e seja vg
o unico, modulo k*, campo homogéneo de grau d = 1 com divergente nulo associado a G.
Suponha que a caracteristica p de k nao divide n+1. Entdo, G € p-fechada se e somente se

vlg) = - vg para alguma constante o € k.

Demonstra¢ao. Suponha que G seja p-fechada e vg + 0. Entao, vg ¢ um campo homogéneo de
grau um definido G. Como qualquer outro campo definido G difere por um multiplo do campo
radial R = Y; z;0,,, temos que vg = a1 -vg + e - R para algumas constantes oy, as € k. Agora,
note que como div(vg) = div(vg)? = 0 temos que 0 = div(vg) = a1 div(vg) + agdiv(R) =
ag-(n+1) e daf ag = 0. Logo, v = a1 - vg. O

Exemplo 4.4.5. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 2 e considere

0 mapa racional
.3 1wl
O:Pp— Py x Py

[zo: 190 1]~ ([wo 21, [wo s y1])-
Seja G a folheacio definida pelo mapa acima. Concretamente a folheagdo G € definida pela
2-forma projetiva

o =ig(droadxy) Aip(dyoadyr) = z1y1dao Adyo—z1yodro Adyr —xoy1dxy Adyo+zoyodry Ady; .

Usando a Proposicao seque que um campo com divergente nulo que define G € dado
por
vg = 22005, + 2210, — 2Y00y, — 2y10y, -
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Por consequinte a matriz associada a folheagdo G € dada por

20 0 01 L0 0 0
02 0 0| lo1 o0 X

A =100 2 o|Flo o -1 of ™odk-
00 0 -2 oo o -1

4.5 Componentes irredutiveis de Tro(0;n + 1)

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 e denote por Tro(0;n + 1)
(n >2) o espago parametrizando as matrizes quadradas de tamanho n+1 que sdo p-fechadas
e possuem traco nulo. Para cada [ag: o @+t apo1 t ] € PR denote por D(ap,...,an) a
matriz diagonal

ap 0 - - 0 0]
0 o - 0 0
D(ag,...,an) =
0O O - ap-1 O
|0 0 0 ap

e considere o seguinte conjunto

O(ag, ... an) ={[gD(ag,...,an)g ] € Trg(0;n+ 1) | g € Gl (k)} € Tro(0;n + 1)

onde a barra significa o fecho de Zariski em Tro(0;n + 1).
Nesta secao visamos estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 4.5.1. Se (ao,...,a,) € PL(Fp) e ¥;a; = 0 entio O(ag,...,an) € uma compo-
nente irredutivel de Tro(0;n +1). Além disso, toda componente irredutivel de tal espago é
dessa forma.

Observe que os conjuntos O(ag, ..., ay) sdo fechados irredutiveis em Tro(0;n +1). De
fato, O(ay,...,ay) pode ser visto como o fecho de Zariski da imagem do morfismo:

q)(Oéo, ceey an):PGLTH_l(k‘) — TI‘()(O; n+ 1)
(9]~ [9D (a0, ..., an)g"].
Observacao 4.5.2. A colecio de Fy-pontos de P satisfazendo ;i o; = 0 se corresponde

ao conjunto de Fp-pontos na hipersuperficie em P} descrita pelo polindmio f =g+ + xy,.
Como Z(f) = IP’Z’1 temos precisamente p"t + p" 2 + -+ p+ 1 tuplas com tal propriedade.

Passemos agora a demonstracao do Teorema

Demonstragao. Denote por Nil o subconjunto fechado de Tro(0;n + 1) formado pelas ma-
trizes nilpotentes, isto é

Nil = {[A] € Tro(0;n + 1) | A" = 0}.

50



Seja H a hipersuperficie em P} descrita pelo polinémio f =g+ +xy. Dado [ag: ] €
H(F,) um Fp-ponto denote por O(ay,...,a,) o seguinte conjunto

O(ag,...,an) = {[gD(a,...,0n)g ] € Tro(0;n + 1) | g € Gloi1(K)}.

Note que O(ay,...,q,) é o fecho de Zariski de O(ay, ..., ay) em Tro(0;n +1).

Seja U o conjunto aberto Tr(0;n + 1) — Nil. Note que pela Proposicao temos que
U consiste nos elementos de Trg(0;n + 1) que sao diagonalizaveis. Desse modo, podemos
reescrever U como uma uniao:

U= U O(ao,...,an).
(a0, an]eH (Fp)

Agora, note que para qualquer permutacdo 7 do conjunto {0,...,n} temos que as ma-
trizes D(ao,...,an) € D(ar(0),---;0r(ny) sd0 conjugadas. Desse modo, vale a igualdade
O(ap,-..,an) = O(Qr(0); - - -, An(n))- Assim, removendo as redundancias podemos reescrever

U= U O(a,...,an)

[apiewoun ]l

como uma unidao disjunta de conjuntos da forma O(ay,...,a;,) para algum subconjunto I
do conjunto de Fp-pontos da hipersuperficie H = {}; z; = 0}. A decomposi¢ao de U implica
que Tro(0;n + 1) admite uma decomposigao

Tro(O;n+1)= | O(ao,...,a,)UNil.

[ao:am el

Afirmacao: Dado [N] e Nil temos que N € O(ay, ..., ) para todo [ag : ... ay] € H(Fp)
com «; # o se i # j. De fato, considere o morfismo de variedades:

Y:PL — Tr(0;n + 1)
[t:s]~ [tN +sD(ag,...,on)]

e observe que ¥([0:1]) = [D(ao,...,an)] € O(ap,...,an) e ([1:0]) = N. Para mostrar
que N € O(ayp,...,q,) vamos mostrar que ([t : s]) € O(ay,...,a,) para todo [t : s] €
PL —{[0:1],[1:0]}. Como veremos mais adiante isso sera suficiente para mostrarmos que
N € O(ay,...,ay). Observe inicialmente que como os conjuntos O(ay, ..., q,) sdo estaveis
por conjugacao podemos supor que N é uma matriz triangular superior com diagonal nula.
De fato, aqui usamos o fato que toda matriz nilpotente é conjugada a uma matriz triangular
superior com diagonal nula.

Seja [t : s] € PL—{[0:1],[1:0]} e considere a matriz N(t: s) = tN + sD(ap,...,an).
Como N é triangular superior com diagonal nula e como «; # o (i # j) temos que o
polinémio minimal de N(t: s) coincide com o polindémio minimal de D(ay, ..., ay), isto é, o
polinémio minimal de N (¢:s) ¢ da forma m(T") = [TiLo(T - ;). Isso implica em particular
que N(t:s) é diagonalizavel, j& que m(T") é reduzido. Assim, N(t:s) € O(ag,...,ay) 0
que demonstra a inclusao:

Y(PL—{[1:0]}) c O(ag, ..., o).

Por passagem ao fecho de Zariski concluimos que ¢(Py) = (P —{[1:0]}) c O(aw, ..., an).
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Em particular, resulta ¢([1:0]) = N € O(ayp, ..., ay). Assim, removendo as redundancias
por permutagoes podemos reescrever Trg(0;n + 1) como uniao de fechados irredutiveis:

Tro(O;n+1)=  |UJ O(ao,...,an)

[ao:-am e

com O(ag,...,an) € OBo,...,Bn) se [ag : - ag] # [Bo : -+ : Bn]. Isso demonstra o
teorema. O

Corolario 4.5.3. Sejai(n,p) o nimero das componentes irredutiveis de Tro(0;n+1). Entao,

o o

A s i) <5
Demonstragdo. De fato, a colegio de n + 1-tuplas (ao,...,ay,) € k™! tais que Y a; = 0
e aioa? = of’a; se correspondem aos Fp-pontos da variedade em P} definida pelo polinémio
F = zg+x1+-+Tp_1+x,. Temos ainda que para cada n+1-tupla («o, ..., a,) e permutacao
do conjunto {0, ...,n} as variedades O(a, . ..,an) € O(Qr(0), - - - Ur(n)) 530 iguais ja que as
matrizes D(ao,...,an) € D(az(), - - -, Qr(n)) sdo conjugadas. Como Z(F) = P! temos que
i(n, p) é a quantidade de elementos no conjunto Py~ (F,)/S,-1, onde o grupo de permutagoes
Sy-1 age em PP71(F,) de maneira natural: dados 7 € S,_1 e [ag : - : an_1] € PP7H(F,)
definimos 7 - [ag : =+ : ap-1] = [az-1(0) * = * Ax-1(-1)]- Pelo Lema de Burnside (ver [43)

Theorem 3.22]) sabemos que

i(n,p) = # Py (Fp)/Sn1) = Y, #PEH(Fp)7/(n-1)!

ogeSp-1

onde PP 1(F,)7 = {x € ]P’Z’l(_ﬂfp) |02 =2}. Tomando o = id obtemos P~ 1(F,)7 = PL~1(F,).
Em particular, i(n,p) > h. Por outro lado, temos que #P71(F,)™ < #P1(F,) < p"

para qualquer permutagao 7 € Sp,—1. Assim, i(n,p) < p" o que demonstra o corolario. O

4.5.1 Componentes irredutiveis de Fol, ; (IP})(0)

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 e denote por Foly 1 (IP};)(0)
o espago parametrizando as folheacoes de dimensdo um e grau um em P} (n > 2) que s@o
p-fechadas. Para cada [ag:aq i+ oot ] € PL denote por F(ao, ..., an) a folheagao de
dimensao um e grau um em P} determinada pelo campo

v(@o, ..., 0n) = Qx0z, + A12103, + -+ QAp_1Tn-10z, ; + AnZnOy,,.

Considere a seguinte subvariedade de Foly 1 (P})(0):

V(ao,...,an) = {F eFoly1(P})(0) | F & conjugada via Aut(Py) a F(ao,...,on)}.

onde a barra significa o fecho de Zariski.
Usando o isomorfismo da Proposicao [£.4.1] podemos apresentar a prova do Teorema [A]
Relembramos o enunciado.

Teorema A. Suponha que p nao divide n+1. Se [ag: - ap] € PL(Fy) e ;a5 = 0 entdo
V(ag,...,an) € uma componente irredutivel de Fol; 1 (P}})(0). Além disso, toda componente
irredutivel de tal espaco € dessa forma.
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Demonstragio. Pela Proposigao [£.4.2] sabemos que o isomorfismo da Proposicao [£.4.1] se
restringe a um isomorfismo

Y :Foly 1 (Pg)(0) — Tro(0;n +1)

que associa uma folheacdo p-fechada F € Fol; ;(P}})(0) a matriz determinada pelo campo
homogéneo com divergente nulo representando F. Assim, as componentes irredutiveis de
Foly 1(P2)(0) sdo da forma 1~ '(O(ay,...,a,)). Por outro lado, segue da definigio do
isomorfismo acima que a imagem inversa da componente O(ay,...,qy) é precisamente
V(ag,...,qn). Isso demonstra o teorema. O

Corolario 4.5.4. Seja Fol; 1(IP})(0) o fechado em Foly 1 (P}) que corresponde as folheagoes
de dimensao um e grau um em PP que sio p-fechadas e suponha que p nao divide n + 1.
Denote por i(n,p) o nimero das componentes irredutiveis de Foly 1(IP})(0). Entdo,

pnfl
; n
m <i(n,p) <p".

Demonstragio. Segue do Corolario [£.5.3] O

Corolario 4.5.5. Seja C uma folheacio de dimensdo um e grau um em Pi. Suponha que
C seja p-fechada e seja {Ci}ier uma familia de folheagoes p-fechadas com Co = C para algum
ponto fechado 0 e T. Se C € definida pela mapa racional

o:PP—— PL x P}
[zo:z1:90:y1] = ([zo:21],[v0:91])

entao existe um aberto U contendo 0 tal que para todo t € U temos que Cy € definida por um
mapa racional Py :]P’i — IP’ll{ X ]P’ll( de grau um com ®g = P.

Demonstragao. Pelo Teorema [A] sabemos que existe um aberto U contendo 0 tal que para
todo t € U a folheagao C; é definida por um campo v; que é conjugado ao campo v. Usando
a matriz que realiza a conjugagao, podemos construir um automorfismo ~; : }P’i — ]P’f; de
modo que a composicao ¢, = P o+, define a folheagao C;. Isso encerra a demonstragao. [
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Capitulo 5

Folheacoes em superficies e o p-divisor em ]P’ﬁ e Xq

Resumo. No presente capitulo apresentamos um teorema de estrutura do p-divisor para
folheagoes em Pi e nas d-superficies de Hirzebruch ¥, (d > 0). Mostramos que, sob certas
condi¢oes no fibrado normal, uma folheagao genérica em ]P’i e em Y4 (d > 0) admite p-divisor
reduzido.

5.1 Introdugao

Na monografia [27] Jouanolou demonstra que uma folheagdo muito genérica de grau d > 2
em }P’?C nao admite nenhuma solugao algébrica. O ponto crucial do argumento consiste em
construir exemplos para cada grau d > 2 de folheagdes que nao admitem nenhuma solugao
algébrica. O termo muito genérico significa que a existe uma unido enumeravel propria de
conjuntos fechados F' no espaco das folheagoes holomorfas de grau d tal que para qualquer
folheagao F ¢ F satisfaz a condi¢do de nao possuir nenhuma solucao algébrica.

Para provar o teorema, Jouanolou demonstra o seguinte resultado.

Teorema (Jouanolou). Para todo d € Zso a folhea¢ao em IP% definida pelo campo
0 0
d d_ . d+l
- -1 _ _
va = (a%y - 1) o= (@ -y™) 99

nao admite nenhuma solucao algébrica.

Recentemente, um problema similar foi abordado em [33] para superficies de Hirzebruch.
Sob certas condigoes no fibrado normal, o autor mostra que uma folheagdo na d-superficie
de Hirzebruch ¥; nao admite nenhuma solugao algébrica (ver |33, Theorem C]J).

O fato interessante (ver [39]) é que um analogo do teorema de Jouanolou sobre um corpo
k de caracteristica positiva p > 0 é falso. Como consequéncia dos resultados em [39] temos
o seguinte resultado (compare com a Proposicao [3.3.12):

Proposigao 5.1.1. Seja F uma folheagdo em IP’I% e suponha que deg(F) <p-1. Entao, F
admite uma curva algébrica F-invariante.

Por outro lado, como as folheagoes nao p-fechadas formam um aberto no espago das
folheacoes, podemos indagar sobre a estrutura do p-divisor.
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Problema 1. Seja X uma superficie algébrica nao singular. O que podemos dizer sobre Ax
para uma folheagdo genérica F?

Apresentamos resultados na direcdo do problema acima restringindo as superficies IP’IQ{ e
>q para d > 0. Mais precisamente, demonstraremos os seguintes teoremas:

Teorema B. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Uma folheacao
genérica em ]P’i de grau d>1 com p + d + 2 tem p-divisor reduzido.

Teorema C. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Sejam X4 a
d-superficie de Hirzebruch definida sobre k e dy,ds € Zsg tais que p + d;, se d; #+ 0. Sejam F
uma fibra da projecdo natural w: X5 — IP’II{ e Mg uma segdo satisfazendo as condigoes

F-Mg=1  M3=d.

Entao, uma folheagao genérica em X4 com fibrado normal N numericamente equivalente a
(dy —d+2)F + (do +2) My possui p-divisor reduzido.

Na Segao[5.2] damos uma definigao alternativa de folheagoes em superficies definidas sobre
corpos de caracteristica p > 0 onde estudamos e relembramos a representacao de folheacoes
em IP’% e em %g. Na Secao tratamos o problema para folheagoes em }P’i e na Segao
estudamos o problema em Py x ]P’ll(. Na Secao finalizamos considerando o caso Y4 com
d > 1. Na ultima secao apresentamos alguns problemas e exemplos relacionando folheacoes
definidas sobre corpos de caracteristica p > 0 e folheagoes definidas sobre C.

5.2 Folheacoes em superficies

Sejam k£ um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 e X uma superficie sobre
k. Uma folheagao em X consiste em um sistema {(U;,w;, v;) }ier tal que:

e {U;}ics € uma cobertura aberta de X.

e Para cada i € I temos v; € Tx (U;), w; € Qﬁf/k(Ui) tais que i,,w; = 0.

e Em U; nUj temos w; = fijw; e v; = g;jv; para algumas funcoes fij;, gi; € Ox(Usj)*.
e Para cada i € I temos codimsing(w;) > 2 e codimsing(v;) > 2.

Note que a definicao acima é uma versao alternativa da Defini¢ao De fato, dada
uma folheacao {(U;,w;,v;)}ier em X podemos construir um subfeixe saturado de Tx da
seguinte maneira: para cada aberto nao vazio U de X definimos T'#(U) pondo

Tr(U)={veTx(U) |iywily, =0 em UnU,; para todo i € I}.

Garantimos que Tr é um subfeixe saturado de T’x pela condi¢do no conjunto singular de
w;i. Reciprocamente, seja Tx uma folheacdo em X e considere a se¢do global nao nula
w e HO(X, Qk ® Nx) induzida por T (veja a Observagdo [2.1.7). Entao, pela definigao
obtemos uma cobertura aberta {U;};e; de X, 1-formas w; € Q5 (U;) e fungdes {fi;}i; com
fij € O% (U; nUj) representando Nz tais que

W; = fijwj.
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Como T é um subfeixe saturado de Tx garantimos que codimsing(w;) > 2 para todo i.
Observe que os campos v; sao obtidos por maneira similar considerando uma secao global
nao nula v e H(X, Tx ® T ') induzida pelo morfismo injetivo 77 — Tx. Pela construgao
obtemos campos {v; }ic; em {U; };es tais que para cada i o campo v; é tangente a 1-forma w;
que definem F em Us;.

Seja {(Ui,wi, vi) }ier uma folheagao em X. As colegbes {flgl}, {9ij} determinam elemen-
tos de H'(X,0%) = Pic(X) e os fibrados lineares associados sao os fibrado conormal Q3 /F

e fibrado cotangente Q;- associados a F. Quaisquer divisores nas classes lineares corres-
pondentes a Q}_- e (Qﬁ( /f)* serao chamados respectivamente de divisor canénico e divisor
normal associados a F e serao denotados por Kr e Nr.

5.2.1 p-divisor para folheacoes em superficies
Seja F = {(U;,w;,v;)} uma folhea¢ao em X.
Definicao 5.2.1. Dizemos que F € p-fechada se para algum i temos v; A vf =0.

Observagao 5.2.2. Note que v; A vf =0 para algum i se e somente se vj A vf =0 para todo
J. De fato, como v; = g;jvj temos que (veja Proposi¢ao vf = glpjvﬁ.’ + hijv; para alguma

. ) 1
fungao reqular hij e dai resulta: v; AVY = 3505 A (gij0;)P = gijvj A (gf].v?+hijvj) = gff v /\vé.’.

Assim, v; A UZP =0 se e somente se vj A U;; =0.
Suponha que F seja nao p-fechada. Em cada U;; temos relagoes:
wi = fijw; Vi = GijV;j-
Como estamos assumindo que F é nao p-fechada, temos para cada ¢,j € I,

. . . » .
Wi = e Firs = o fiiw: = P fiii pwi 2 0.
Oqtz”f i = Uiy, )0 Jigi Z(gf}”;)*gij”? gt vy) 1 glﬂf” i i #0

Assim, a colegdo {i,»w;}ier determina uma seqdo global 0 # s € HO(X, (2%)®? ® Nx).

Observagao 5.2.3. Seja F uma folheagdo em X nao p-fechada. O p-divisor associado a F
(ver Defini¢ao m coincide com o divisor de zeros da se¢do Sr, isto €,

Ar = (sr)o € Div(X).
Exemplo 5.2.4. Sejam X = Az eack. Seja F a folheacao definida pelo campo
v =20, + aydy.
Entao, F € p-fechada se e somente se a € IF), e se o ¢ Fp, temos s = (af — a)zy.

Seja F uma folheagdo em uma superficie X e @ € sing(F). Dizemos que @ é nao
degenerada com valor caracteristico a € k se existe um aberto afim U c Ai em torno
de @ tal que F|y pode ser representada por um campo polinomial v = v1 + O(2) com v; da
forma vy = 20, + aydy, e o nao nulo.

Definicao 5.2.5. Seja F uma folheagao em uma superficie X e @ € sing(F). Dizemos
que Q € p-reduzida se Q é nao degenerada e possui valor caracteristico a(Q) satisfazendo:

a(Q) ¢Fp.
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Lema 5.2.6. Seja F uma folheagao em uma superficie X e Q € sing(F) uma singularidade
p-reduzida de F. Entdo, F ndo € p-fechada.

Demonstracao. Sejam U um aberto afim contendo @ e x,y € Ox ¢ um sistema de parametros
sobre ) em U. Em U a folheagdo é dada por um campo v da forma:

V=01 +0

onde vy = 20, + aydy com « ¢ F,, e ¥ consiste em termos de ordem maior que 1. Entao,
vP = v} +9, com ¥, contendo somente termos homogéneos de ordem maior que 1. Note ainda
que v = 20, + aPyd, e vi A vl é a componente homogénea de menor grau que ocorre em
vAvP. Como a ¢ F,, garantimos que v Av] = (&P =)0, A9y # 0 e dai v AvP 0. O

Lema 5.2.7. Seja X uma superficie propria nao singular sobre k e F uma folheagdo nao
p-fechada em X. Seja Q € sing(F) uma singularidade p-reduzida de F. Suponha que Az
seja reduzido e seja mg : Blg(X) — X a explosdo centrada em Q. Entdo, m*F define uma
folheagao em Blg(X) com p-divisor reduzido.

Demonstragao. Seja G = m(,F a folheagao induzida em Blg(X). Como @ é uma singulari-
dade p-reduzida temos que

Kg-noKF =0 Ng -7moNr=-E.

De fato, em um aberto afim U c AZ a folheagao é representada por uma 1-forma w = w1 +0O(2)
onde w; = ydz — azdy com « ¢ F, e O(2) contendo somente termos de ordem pelo menos
dois. Em um sistema de coordenadas conveniente o mapa mg : Blg(X) — X associa
(z,t) » (z,2t). Como 7w é uma secdo local de N, - temos que [7jw]o = N . Por outro
Q Q
lado, como @ ¢ p-reduzida temos que mHw = mHwr + O(2) = (ztdr — az(zdt + tdr)) + O(2) =
2(t(1-a)dx +zdt+0(2)). Denote @ = t(1 - a)dx + xdt + O(2) e observe que & é uma segao
local de 75, Nr. Daf, Ng = N;ng = [rowlo = [z]o+[@]o = E+7, Nz A formula comparando

moKrF e Kﬂ—éf se segue pela formula de adjungao: Kx = Kx — Nx. Dai, resulta:
[Ag] =pKg+ Ng = pryKr + myNr - E =) [Ar] - E = A + (mg(Ag) - 1)E

onde A denota a transformada estrita do divisor Az e mq(Ag) é a multiplicidade de Az
em Q. Como @ ¢ p-reduzida, usando [36, Fact 2.8] concluimos que mg(Ar) = 2 de modo
que [Ag]=Ar+E. O

Lema 5.2.8. Seja (X, H) uma superficie polarizada, nao-singular e prépria sobre k. Supo-
nha que k tenha caracteristicap > 2 e sejam N um feize invertivel e Foly (X) = P(HY(X, QL ®
N)) o espago parametrizando folheagoes em X com feize normal N'. Suponha que tal espago
seja mao vazio e considere os sequintes conjuntos

U={F eFolpy(X) | Ar € reduzido} e V ={F eFoly(X)|Ar é primo}.

Entao, U eV sao abertos.

Demonstragio. Note inicialmente que deg(Ax) depende apenas de X e N. Com efeito,
temos a férmula:

deg(Ay:)=pK].‘-H+N-H=p(KX+N)-H+N'H=pKX-H+(p+1)N'H.
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Dado e € Z51 seja Z.(X) o espago parametrizando todas as curvas em X de grau e. No que
se segue usamos o fato de que Z.(X) é uma variedade projetiva sobre k (veja [29, Theorem
1.4]). Defina os conjuntos

S. = {(C,F) € Zo(X) x Foly (X) | 2C < Ax},

Se={(C,F) € Z.(X) xFolp(X) | C < Az}

Como as condigoes 2C < Ax e C < Ar sdo relagoes fechadas temos que S, e S, sdo fechados
em Z¢(X) xFolp (X). Seja me : Ze(X) x Folpr (X)) — Folar(X) projecao natural. Como
¢ uma aplicacao propria garantimos que 7e(Se) e me(Se) sdo fechados em Fola (X ). Denote
por F c Foly(X) o fechado que consiste das folheagoes que sao p-fechadas e considere os
seguintes conjuntos:

[%J deg(Ar)-1 B
T ZFOZN(X)—(FU U Wj(Sj)) TQZ]FOZN(X)—(FU U Wj(Sj)).
j=1 j=1

Afirmamos que valem as seguintes igualdades: U =T} e V =T5. De fato, as inclusdes U c T
e V c Ty sao claras. Por outro lado, sejam G; € T1 e Gy € T5. Suponha por contradi¢ao que
Ag, nao seja reduzido e que Ag, nao seja um divisor primo. Em particular, existem curvas
Ci e Cy em X tais que 2C7 < Ag, e Cy < Ag, com deg(C2) < deg(Ag,). Como deg(Ag,)
depende apenas de Kx e N/ computando os graus resulta:

2deg(C1) <deg(Ag,) =deg(Ar) e  deg(Cs) <deg(Ag,)-1=deg(Ar) -1

0 que implica

| EE deg(AF)-1
gleFu L_Jl Wj(Sj) e ng]FU LJI Fj(Sj)
J= J=
uma contradicao. O

No que se segue denotaremos os abertos acima por U(X, H,N) e V(X,H,N).

5.2.2 Folheagoes em P

Sejam e € Zsg e k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Uma folheacao
em IP’IQ( de grau e é determinada por uma se¢ao global de QIIP,Q (e +2). Usando a sequéncia
k

exata de Euler (ver[22, Theorem 8.13]) segue que uma folheagio em P? é dada, modulo
elementos de k*, por uma 1-forma

Q= Adx + Bdy + Cdz
onde A, B,C € k[z,y,2]er1 com Z(A,B,C) c Pi finito e tal que ig{2 =0, onde R é o campo

radial:
R =20, +y0y + 20..

Exemplo 5.2.9. Seja F uma folheagdo em ]P’IQ( com fibrado normal N = Opi (d+2) e suponha
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que p + deg(N). Suponha que F estd definida pela 1-forma homogénea:
w = Adx + Bdy + Cdz

€ escreva:

dw = (d+2)(Ldy ndz - Mdx Adz+ Ndz A dy).

Seja v e Xq(k3) o campo homogéneo definido pondo:
Uy = L0y + MOy + NO..

Segue de [27, Proposition 1.1.4] que a associa¢ao w — v, define uma bijecao entre o conjunto
de 1-formas projetivas de grau d +2 e campos homogéneos em k3 de grau d com divergente

ZET0
div(vy) = Ly + My + N, =0.

O p-divisor é dado explicitamente por
A = [ipw] € Div(P2).
Exemplo 5.2.10. Seja F a folheacao de grau dois em IP% definida pela 1-forma projetiva
w = y22dx - 2(dyz + 2z + 2y dy + (zyz + 4%z + 243 dz.

Para todo inteiro primo p € Z maior do que 3 considere F,, a folheagao obtida por redugao
modulo p da 1-forma que define F. Entdo, F, € nao p-fechada e

A, =3{y =0} +(p+1){z =0}.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar inicialmente que F, é nao p-fechada para todo primo p > 3.
Fixe um primo p > 3 e considere a folheacao F, definida em Pi por redugao moédulo p dos
coeficientes da 1-forma w. Como o problema é local podemos restringir a folheagao ao aberto
U=D,(z)= A%. Em tal aberto U, a folheagao é dada pelo campo

v=(4y + 2z + 2y)0, + yOy

Observe que v(x) = 4y+2x+2y2. Um argumento indutivo mostra que para todo k > 3 temos
que
P (2) = 22228 2+ 283 4 1 24 1) + 1)y + K2Ry + 2R

Dali, resulta que vP(z) = 4y + 2Pz = 4y + 2z, ja que 0 =21 =1 = (22 + ..+ 1) em F,. Em
particular, temos v (x)v(y) — vP(y)v(z) = y(vP(x) — 4y — 2y° - 2z) = y(-2y?%) = 2> # 0.
Assim, a folheagdo definida por v é nao p-fechada se p > 3. Segue dai que o p-divisor da
folheagao F, é dado por Ax, =3{y =0} + (p+1){z = 0}. O
5.3 p-divisor em P}

O seguinte lema seré de suma importancia nas proximas segoes.

Lema 5.3.1. Sejam F € k[xq,...,x,] um polindomio reduzido e l € Z inteiro positivo com
mdc(l,p) = 1. Suponha que xog + F. Entao, F(:L’é,l’l, oy X)) € reduzido.
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Demonstracio. Note inicialmente que se xg nao ocorre em F' entdao nao ha o que demonstrar.
Assim, podemos supor que zg ocorre em F. Vamos tratar inicialmente o caso em que F
é irredutivel. Observe que é suficiente considerar o caso em que n = 0. Com efeito, se
R=Fk[x1,...,2,] e K é 0 seu corpo de fragoes entao pelo Lema de Gauss (ver [31, Theorem
2.1]) sabemos que F' € R[xg] é irredutivel se e somente F' = ag + ajzg + - + agzd € K[xo]
é irredutivel e possui conteddo 1, isto é, o maximo divisor comum dos coeficientes é 1.
Assim, como estamos assumindo que F é irredutivel temos, em particular, que é irredutivel
sobre K[xg] onde K = k(x1,...,7,). Seja g(zo) = F(x}) € K[z9]. Note que o contetido
de g é 1, ja que os coeficientes de g sao iguais aos coeficientes de F. Por outro lado, a
irredutibilidade de F' implica a que g é reduzido: Com efeito, para ver isso bastar provar
que mde(g(xo), d%) = 1. Agora, derivando temos

49 _ IF (zb)aht +0.

dxo
Como F & irredutivel garantimos que F' (z}) e F(x}) sdo coprimos. Em particular, obtemos
mdc(g(z0), g (20)) = 1. Assim, g(zo) ¢ reduzido em R[] = k[zo, 21, ..., zn].

Suponha agora que F' é redutivel. Sejam R = k[x1,...,z,] e K seu corpo de fragoes.
Note que, sem perda de generalidade, podemos supor que F € R[xo] possui contetudo igual
a um. Sejam G e H dois fatores irredutiveis de F. Vamos mostrar que G = G(xf), T1...,Tp)
e H = H(zh,z1...,7,) ndo admitem fatores irredutiveis em comum. Pelo Lema de Gauss
(ver [3I, Theorem 2.1|) é suficiente mostrar que G e H nao admite fatores irredutiveis em
comum sobre K[zg], onde K = k(z1,...,x,). Por outro lado, como G e H nao tém fatores
em comum sobre k[zg,...,x,] temos, em particular, que nao tém fatores irredutiveis em
comum sobre K[xg]. Assim, existem A(xq), B(xzg) € K[xo] tais que

A(l‘o)G + B($0)H =1.

Especializando a identidade acima para :Uf) concluimos que

A(zh)G + B(ah)H =1

e assim G e H nao admitem fatores em comum sobre K[zg]. Desse modo, reduzimos ao
caso F' irredutivel considerando sua decomposicao em fatores irredutiveis. O

Observagao 5.3.2. Seja | € Zsg com mdc(l,p) = 1. Em geral, nao garantimos que se
f € k[x] € irredutivel entio g(x) = f(z') € irredutivel. De fato, sejap>2 e tome f(z) =xz—1.
Se | € 27 entdo temos

g(z) = f(a') = (22 1) (27 + 1)

polinémio redutivel.
No que se segue apresentamos a prova do Teorema [B] Relembre o enunciado.

Teorema B. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Uma folheagdo
genérica em Pi de grau d > 1 com p + d+2 tem p-divisor reduzido. Mais precisamente, temos

U(P?,0p2(1),N) # @, se p + deg(N) e deg(N) > 3.

Para demonstrar o teorema acima iremos considerar inicialmente o caso em que d € {1,2}
e em seguida usar o caso de d = 2 para obter o caso geral. Dividiremos a prova em proposigoes.
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Proposigao 5.3.3. Uma folheacao genérica em Pi de grau d € {1,2} com p + d+2 tem
p-divisor reduzido. Mais precisamente, temos U(P?,Op2(1),N) = @, se p + deg(N) e 3 <
deg(N) < 4.

Demonstragao. Se deg(N) =3, isto é, d = 1 entao nao é dificil verificar que existem exemplos
de folheacoes com p-divisor reduzido. Com efeito, se o € k —F), considere a folheagao F, em
IF’IZ{ dada pela 1-forma

Qq = —yzdr + azzdy + (1 - a)zydz.

A condi¢ao o ¢ F), implica que F,, é nao p-fechada (ver Lema [5.2.6) com
Ar, ={z=0}+{y=0}+{z=0}.

Consideremos agora o caso em que deg(N) =4 e seja Dy(2) = {[z:y:2] e PZ| 2% 0}. O
exemplo seréd obtido por compactificagao via o isomorfismo

®: D, (2) — AF
[yl (2.Y)

z Z

de uma folheagdo G em Az dada pela 1-forma:
w=ydr —xdy+wy onde wy=a(z,y)dx+b(x,y)dy

para a,b € k[x,y] homogéneos genéricos de grau 2. Note que G possui trés retas G-invariantes
que passam por (0,0). De fato, tais retas sdo dadas explicitamente pelo polinomio igws =
l1lsl3, onde R é o campo radial em Az: R =20, +y0,. Como a e b sao genéricos, podemos
supor ainda que [y, 3 e I3 ocorrem com multiplicidade 1 em Ag. De fato, escolhemos as retas
l1,12,13 tais que para cada i temos que l; Nls = {P;} seja uma singularidade p-reduzida de
G. Nesse caso, pelo |36, Fact 2.8] garantimos que [; ocorre com multiplicidade 1 ao longo de
Ag. Seja F a folheagao obtida por compactificagdo de G em ]P’ﬁ, via ®. Note que pelo Lema
temos que F nao é p-fechada com quatro retas invariantes, l1,ls,l3 € loo = {2z = 0},
de modo que Ax =1y + 1o + 13 + leo + C para C alguma curva de grau p. Vamos mostrar
que uma escolha genérica de a,b implica que C' é irredutivel e admite @ = [0:0: 1] como
uma singularidade de multiplicidade mq(C) = p - 1. Para isso, sejam 7 : Blg(P2) — P? o
Blow-up centrado em @ e fixe E¥ o divisor excepcional e F' uma fibra da projecdo natural
7 : Blg(P?) — PL. Note que as curvas {F, E} formam uma base de Numg(Blg(P?))
satisfazendo as condicoes E? = -1, E-F =1 e F?2 =0. Seja H = 7*F a folheacio induzida.
Como @ é uma singularidade radial temos que (ver |4, Chapter 2, Section 3|)

Nj, =7*Nj +2E Ky =7"Kr-E.

Seja H uma reta passando por . Como 7*Ni = n*(-4H) = -4n"H = -4(F + E) e
m*Kr=7*H = F + E, concluimos que

Ay = pKy + Ny = 2E + deg(Ar)F = (p+4)F +2E.

Sejam l~1, ZQ,Zg e lo as transformadas estritas de 1,129,135 e ls respectivamente. Como 7 :
BZQ(]P’IZ{) - E — P?-{Q} ¢ um isomorfismo garantimos que 11, l2,15 e ls ocorrem em Ay,
isto é

AH—Zl—lNQ—Zg—ZNwZO.
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Além disso, como a,b sdo genéricos podemos supor ainda que ord;(Ag) > 0 para i €
{1,2,3,00}. Agora, note que

(A -Ti-Ty—Ty— L) F =1

de modo que existe uma curva irredutivel C' c BlQ(IP’z) que é H-invariante e tal que C-F = 1.
Em particular, temos C = FE + aF'. Observe ainda que « > 0, jA que () é uma singularidade
radial e por conseguinte F nao ¢ H-invariante. Escrevendo

AH—il—iQ—ig—Zoo:C-i-R

para algum divisor R concluimos (usando C'-F' = 1) que R = bF, para algum b € Zsy. Agora,
como wo é genérico, podemos supor que b= 0. Com efeito, se b # 0, vemos que existe uma
fibra da projecao natural p : BZQ(IP’I%) — IF’ll( que é H-invariante (ver Proposigao .
Tal fibra se projeta em IP’ﬁ sobre uma reta passando por @ que é F-invariante. Como ly,l2,l3
e lo ocorrem com multiplicidade 1 em Ar e s@o as Unicas retas invariantes por F, resulta
uma contradicao. Logo, R =0 e C' é uma curva irredutivel H-invariante com C' = E + pF.
Projetando C' via aplicagao m, resulta em Pﬁ uma curva irredutivel de grau p que admite @
como uma singularidade de multiplicidade p — 1. De fato, 7.C' é irredutivel e o grau é dado

deg(m.(C)) =m.C-H=7"1,C-7"H=(E+pF)- (E+F)=-1+p+1=p.
Por outro lado, a multiplicidade pode ser calculada do seguinte modo: 7*7,C =
C+mg(C)E = (E +pF) +mg(C)E = 0=7"1,C-E = (E+pF)-E-mg(C)
= 0=-1+p-mg(C) = mg(C)=p-1.

Isso encerra a demonstragao no caso em que d € {1,2}. O

Proposigao 5.3.4. Uma folheagio genérica em ]P’ﬁ de grau d >3 com p + d+2 tem p-divisor
reduzido. Mais precisamente, temos U(P?, Op2(1),N) # @, se p + deg(N) e deg(N) > 5.

Demonstrac¢ao. Iremos usar o caso d = 2 para o caso geral. Sejam e € Z,y e F uma folheagao
em IP’I% de grau 2 que possui p-divisor reduzido. Pelo que foi mostrado na proposic¢ao anterior,
podemos supor que existe uma tal folheacao deixando uma curva irredutivel C' de grau p
invariante e quatro retas invariantes: lq,l2,l3 € loo onde Iy Ny =lgnly =lpnly = {Q}. Para
simplificar as computagoes, iremos supor que Iy = {z =0}, lo = {y =0} e I3 = {ux + vy = 0}
para algumas constantes u,v € k*. Nesse caso, F é definida por uma 1-forma do tipo

O =yzApdx + xzA1dy + xyAsdz

para alguns Ag, A1, Ag € k[z,y, z] homogéneos de grau 1 e tais que Ag + Ay + Ay = 0.
Considere o morfismo finito

PP — P}

[xo: @1 :xe] W [2f: 2]« 25].
Seja H a folheagao em IPI% definida pela saturacao da 1-forma

Q=90 = e(zyz) yzAo(a, v, 29)dx + w2 Ay (2,4, 2%)dy + xy As (2, 3¢, 2°)dz].
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Observe que ‘H é uma folheagao de grau e + 1 nao p-fechada. Como mdc(e,p) = 1, podemos
usar o Lema para garantir que ®7l3 e ®;C sao curvas reduzidas com componentes
irredutiveis distintas. Em particular, pela Proposicao garantimos que ®’l3 e ®:C sao
curvas H-invariantes. Afirmamos que H possui p-divisor

Ay ={z=0}+{y=0}+{z2=0} +D/l3+ P.C.
De fato, note que Ay é um divisor cujo grau é dado pela féormula:
deg(AH) = pKH : O]p2(1) + NH : Opz(l) =pe+e+ 3.

Por outro lado, pela construcao sabemos que as curvas: {x =0},{y =0},{z =0}, ®’l3 e O C
sao H-invariantes. Em particular,

Ay 2{x=0}+{y=0}+{z=0} +D.l3+ P.C.
Por comparagao de graus segue a igualdade
Ay={z=0}+{y=0}+{2=0} + P I3+ D.C.

Assim, segue que H é uma folheagdo de grau e + 1 com Ay reduzido o que encerra a
demonstragao. O

Observagao 5.3.5. Na demonstragio do Teorema [B vimos que podemos encontrar uma
folheagao F de grau 2 em IP’I% nao p-fechada com p-divisor da forma

Ay:=ll+l2+l3+l4+c

onde C' € uma curva irredutivel de graup el; # 1 sei # j. Sejam P, () € IP’I% e fite ® : ]P’ﬁ — ]P’i
um automorfismo tal que ®(P), ®(Q) ¢ C. Entao, *F é uma folheagio nao p-fechada com
p-divisor

Aq;*]: = (I)*ll + (I)*lg + q)*lg + (I)*l4 +o*C

onde ®*C € uma curva irredutivel de grau p tal que P,Q ¢ ®*C.

5.4 p-divisor em P} x P

No que segue fixamos xg, x1 (resp. yo,y1) como fungdes coordenadas do primeiro fator (resp.
segundo fator) de IPII{ x IP’}(. Sejam m; a projegao de IF’II{ x IP’%( sobre o primeiro fator e mo a
projecao de Pll{ X IP’ll{ sobre o segundo fator. Sejam F' e M fibras de 7 e my respectivamente.
Relembre que {F, M} forma uma base de Nqu(IF’ll{ X ]P’ll() satisfazendo as seguintes condicoes
numeéricas
F?=0 , F-M=1 , M?=0.

Observe ainda que para quaisquer outras fibras Fy = 77 (pt) e Mo = 75 (pt) temos Fy = F
e Mg =M.

Lema 5.4.1. Sejam C = Z(f) c Az uma curvae irredutivel de grau d e f = fr+ fus1+-+ fa
a decomposicao de f em termos homogéneos como elemento de k[x,y]. Suponha que z4
e y? ocorrem efetivamente em fy e considere C a bi-projetiviza¢io de C em ]P’ll{ X ]P’%{ via o
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isomorfismo:
®: Uy —> A2

([xo:x1], [yo: y1]) = (i—?%)

Entao, C ¢ irredutivel e se {F, M} ¢ uma base de Numg(PL xPL), com F?=0, F-M =1 e
M? =0 temos o
C =deg(C)(F+M).

Demonstragio. A compactificacdo C é definida pela saturacao da seguinte expressao:

0 f = (22 ) o i (22 ) g (22,22)

9
r1 Y1 r1 Y1 r1 Y1

= (z191) " ((z1y1) T fe(zoyr, z190) + (2191) 7 frar (zoy1, T190) + - + fal@oy1, £10))-

Assim, C' ¢é definida pelo polinomio:

F = (219) " fi(zoy1, 2190) + (2191) T fren (zoyn, 2190) + - + falzoy1, 190)

Nao é dificil verificar que F' é um polinémio bihomogéneo de bigrau (d,d), de modo que
resta checar a irredutibilidade. Por outro lado, note que se existir um fator irredutivel H
de F entao necessariamente devemos ter H ¢ (x1y1) ja que a hipotese em fy implica que
fa(zoy1,z1y0) ¢ (z1y1). Mas, especializando para x1 = 1,y; = 1 resulta que f é redutivel.
Contradic¢ao! O

Exemplo 5.4.2. Seja C a curva afim em Ai definida pela equacao f =x +y+xy. Usando
0 mapa
O: U — A7

(Lo o) o)) = (2. ?)

e projetivizando C' em IP’ll{ X IP’ll( via ® obtemos a curva C = Z(xoy; + 1Yo + Toyo) de bigrau
(1,1) #(2,2), o que mostra que a condi¢ao do lema acima é necessdria.

Teorema 5.4.3. Sejam di,ds € Zsg tais que p + d;, se d; #0. Entdao, uma folheacao genérica
em PL x P} com fibrado normal N = (dy+2)F+(d2+2)M possui p-divisor nio nulo e reduzido.
Mais precisamente, U (P} x P, (’)Pixpi(F +M),N)+2 se

e N-F-2>0ep+ N-F-2 (se nao nulo)
o deg(N)-N-F+d-2>0ep+deg(N)-N-F-2 (se nao nulo).

A prova do Teorema [5.4.3|sera dividida em proposi¢oes. Vamos mostrar que dados dados
dy,dg € Zso tais que p + d; (se d; # 0) podemos encontrar uma folheagao G em ¥ = IP’ll{ x IP)%{
com as seguintes propriedades:

(i) K¢ =diFy+daMy onde Fy = {zg=0} e My={yo =0}.

(ii) Fp e M = {y; =0} sdo curvas G-invariantes com {Q} = Fyn M sendo uma singularidade
p-reduzida de G.

(iii) O p-divisor Ag é reduzido.
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Vamos considerar os seguintes casos:

e Caso A: Kg =diFy + daMy com

(d1,d2) € {(0,0)} U {(1,0)€Z*|1>0ep+1}u{(0,1)eZ*|I>0ep+l}.

e Caso B: K¢ =d; Fy + da My com

(di,da) € {(l1,10) € Z* | 1,12 > 0 e p + Lila}.

5.4.1 Caso A

Nesta subsecao provamos, em particular, que uma folheacao genérica G em IP’II( X IP’%{ com
fibrado cotangente Kg = di Fy + do M possui p-divisor reduzido quando

(d1,d2) € {(0,0)}u{(1,0)€Z*|1>0ep+1}u{(0,])eZ*|1>0ep+l}.

Comecamos com o caso d; = dg = 0.

Proposigao 5.4.4. Uma folheagcao genérica em IP)ll( X ]P’ll( com fibrado cotangente trivial Kg =

0 satisfaz @), e .
Demonstracdo. Seja w uma 1-forma em A% dada por
w = aydx + xdy atlF,.

Encare Ai como um aberto de ]P’ll( X IP’ll{ via o isomorfismo

x
¢:U11—>Ai ([$07331]7[y07y1])'—>(—0,@)
r1 Y

onde Uy = {y1 # 0} n{z # 0} c P. x PL.. Compactificando a 1-forma w em P} x P} por meio
da aplicacao ®, obtemos:

B o[ 20 [ F1d%0 — Todzs zo\ [ ¥1dyo — Yody1
w=a|=||——— |+ |
Y1 Ty r1 Yy

_ ayoz1dzo — ayorodry . zoy1dyo — Yorody1
3y z1y?

e considerando a saturacao da 1-forma acima obtemos
Q = az1yoy1deo — azoyoy1dry + Toz1y1dyo — Tox1Yody

uma 1-forma projetiva bihomogénea que define uma folheacao Fq com Kz, =0. Em parti-
cular, satisfaz . Note que Fy, F1 = {x1 =0}, M = {y; =0} e My s@o curvas Fo-invariantes
e assim

A]-‘Q > My+ M + Fy + Fs.

Por outro lado, temos
A]:Q EpK].‘+N_7: = N}' E2F0+2M0
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e por comparagao de graus resulta a igualdade
A]:Q =My+ M + Fy + Fs.

Em particular, Fq satisfaz . Agora, seja Ujg o aberto dado por {yp # 0} n {z; # 0}.
Observe que existe um isomorfismo

Y:Upg —> A2

(Lo o). Too i) = (22,2 ) = ..

Restringindo a folheacao Fq ao aberto Ujg 2 Ai obtemos uma folheagao dada pela 1-forma:
o = aydr — xdy

e assim temos que M n Fy = {y = 0} n{z =0} = {(0,0)} é uma singularidade p-reduzida.
Logo Fq satisfaz . Concluimos assim a prova no caso do = dq = 0. O

Passemos agora ao caso mais geral.
Proposigao 5.4.5. Sejam di,ds € Zsg tais que p + d;, se d; #0. Suponha que
(di,da) € {(0,0)} u{(,0) € Z*|1>0 ep+1}u{(0,1) e Z*|I>0 ep+1}.

Entao, uma folheacao genérica em Pll( X Pll( com fibrado cotangente Kg = diF + da M satisfaz
0@ « @.
Demonstracao. O caso di = do = 0 foi tratado na proposicdo anterior. Consideremos agora

o caso em que d; =1 e dy =0 paral >0 com p 4 [. Pela simetria do problema estaremos
paralelamente considerando o caso em que dy =0 e do =1 para >0 com p + [.

e Caso [ = 1: Seja F uma folheagao de Riccati com respeito a primeira projegao
m i PLxPL — PL.

Relembre (ver [4, Chapter 4, Section 1]) que uma tal folheac@o é definida como sendo
uma folheagao em Pll{ x IPll{ cuja fibra geral F' de 71 é transversa a F. Suponha que

(a) F deixa apenas tres fibras da primeira projec¢ao 7 invariantes. Denote tais fibras
por Fy, F1, Fa.

(b) F deixa apenas uma fibra da segunda projecao my invariante. Denote tal fibra
por M.

(c) As intersegdes {Q;} = F; n M séo singularidades p-reduzidas.

Vamos mostrar que uma tal folheacao satisfaz , e . Note que por @ temos
que (veja [4, Section 1, Chapter 4])

K]:=7TIKPI1(+F0+F1+F2E—2F+3F=F.

Assim, F satisfaz (il). Observe ainda que garante que F ¢é nao p-fechada (ver Lema
5.2.6) e que F satisfaz (i), moédulo uma mudanga de coordenadas. Vamos mostrar
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agora que JF satisfaz . Observe que
D=Ar-Fy-F1-F3-M>0

e por (b)) garantimos que ordys(Ax) = ordg,(Ar) = 1 para todo i (veja [36, Fact 2.8]).
Como Ax =pKr+ Ng=pFy+3Fy+2My = (p+2)Fy + 2M)y, temos que

D-F=Az-F-M-F=2-1=1.

Assim existe uma curva irredutivel C' < D tal que C-F =1. Escreva D = C+ R e
note que temos C = uFy+ My e R = vFp, para alguns u,v € Zsg. Vamos mostrar que
v =0 mod p. Suponha por contradi¢do que v # 0. Entdo, como R = vFy concluimos
pela Proposicao que existe uma fibra da primeira projecao, Fy < R, que é
F-invariante. Por outro lado, pela construgdo de F sabemos que as tnicas fibras F-
invariantes sdo Fy,F1 e F5. Além disso, todas as fibras ocorrem com multiplicidade 1
em Ar. Logo, uma tal fibra Fy; ndo pode existir e assim concluimos que v =0 mod p.
Por outro lado, temos

u+’U:C'M0+R-M0:D.MO=A¢-M0—3:p+3—3:p‘

Assim, se v # 0 a condi¢do v =0 mod p implica que v = p e por conseguinte u = 0. Dai
teriamos C' = M e assim C' seria uma fibra da segunda projecdo que é F-invariante.
Mas isso é uma contradicao, ji que pela construcao sabemos que M é a tnica fibra da
segunda projegao que é F-invariante e satisfaz ordy (Ax) =1. Logo, v=0e C é uma
curva irredutivel F-invariante com C' = pFy + My e F possui p-divisor dado por

A}‘=F0+F1+F2+M+C

que é reduzido. Assim, F satisfaz , e e concluimos o argumento para o caso
dl =1le d2 =0.

Caso [ >0 e p+[l: Vamos usar o caso em que [ = 1 para estudar o presente caso. Seja
JF uma folheagao em IP’%( X ]P’ll( como no caso anterior. Como demonstrado acima, uma
folheagao genérica satisfazendo @,@ e possui p-divisor na forma

A]:=F0+F1+F3+M+C

onde C é uma curva irredutivel tal que C' = pFy+ My, Fy, F1 e F> sao fibras da primeira,
projecao m e M é fibra da segunda projecao mo.

Seja @ : PL x PL — P} x Pl um morfismo finito ramificado de grau I com divisor de
ramificagdo R. Suponha ainda que ® se ramifica apenas ao longo das curvas Fy, F}.
Seja G = ®*F a folheagao definida pelo Pull-back de F por ®. Concretamente, se
Q) é a 1-forma projetiva bihomogénea que define F entao G é a folheacao definida
pela saturacao de ®*€). Observe que como Fy e F} s@o F-invariantes temos que
Kg = Ky, Assim, ®*Kr = ®*F = [F e por conseguinte G satisfaz (i) e temos
Ng=(l+2)F +2M e Ag =pKg+ Ng = (pl +1+2)F +2M. Pelo Lema sabemos
que ®*C' e ®*F, sdo curvas reduzidas que nao admitem componentes irredutiveis em
comum. Em particular, temos que

AgZ(I)*C+(I)*F2+F1+F0+M.
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Por outro lado,
O*C =" (pF+M)=plF+ M O Fy =IF

e dai
O*C+P Fo+Fop+Fi+M=(pl+1+2)F+2M

e por comparagao de graus obtemos a seguinte igualdade
Ag=P"C+P Fo+ F1 + Fy+ M.

Em particular, Ag é um divisor reduzido e G satisfaz . Vamos mostrar agora que
G satisfaz ({iif). Para isso, seja @ o ponto em Fyn M. Pelo caso anterior, mais preci-
samente, por sabemos que ) é uma singularidade p-reduzida. Fixe U um aberto
afim em torno de @ = (0,0) tal que ®[g-1(7) : &~ 1(U) — U & definida localmente por
®: (2,y) = (21,y) = (2,7) e F é dada pela 1-forma

w = agdz - zdy + O(2).
Entdo, ®*F é dada sobre ®1(U) pela a 1-forma
o =laydx - zdy + O(2).

Como estamos assumindo que @ é uma singularidade p-reduzida temos que o ¢ IF), e
por conseguinte la ¢ F,. Logo, G admite {Q} = F'n M como singularidade p-reduzida
e assim satisfaz . Isso encerra a prova do caso dy =1>1com p 41 e dy=0.

Os casos acima encerram a demonstragdo da proposigao. O

5.4.2 Caso B

Nesta subseg@ao mostramos que uma folheacgao genérica G em IF’II{ X ]P’}( com fibrado cotangente
Kg=d F +dyM satisfaz

(i) Kg=diFy+daMy onde Fy ={xg=0} e My={yo=0}.

(ii) Foe M = {y; = 0} sdo curvas G-invariantes com {Q} = Fyn M sendo uma singularidade
p-reduzida de G.

(iii) O p-divisor Ag é reduzido.

quando
(dl,dg) € {(ll,lQ) € ZQ | ll,lg >0e p + lllg}.

Comecamos com o caso d; =d; = 1.

Proposigao 5.4.6. Uma folheagio genérica em IP’}( X ]P’ll( com fibrado cotangente Kg = F + M
satisfaz @), e .
Demonstracao. De fato, sobre o aberto Uy considere a folheagao definida pela 1-forma:

w = ydx — xdy + b(z,y)dx + a(z,y)dy
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Na prova do Teorema vimos que para uma escolha genérica de a, be k[z,y]2 a 1-forma w
define uma folheagao com p-divisor reduzido em Ai dado explicitamente por

A=h+l2+l3+0

onde I1,1s,13 sdo retas distintas passando por (0,0) e C' é uma curva irredutivel que passa
por (0,0) de grau p e com multiplicidade p — 1 sobre (0,0). Além disso, pela Observagao
podemos supor ainda que C' nao passa pelos pontos {[0 : 1 : 0],[1:0 : 0]}. Para
simplificar as computagdes que serdo realizadas abaixo, iremos supor que Iy = {z = 0},
lo ={y =0} els = {ur+vy = 0} para algumas constantes nao nulas u,v € k. Nesse caso,
temos a(z,y) = za(z,y) e b(z,y) = yb(x,y) para alguns a,b € k[z,y];.

Usando o isomorfismo ¢ : Uj; — Az que associa ([xo : z1],[yo : y1]) ~ (i_g’z_(l)) po-

demos compactificar w para uma folheacdo em IP’ll{ X Pll(. Nesse caso, a mesma serd dada
explicitamente pela 1-forma:

Q= Aod{L'o + Aldwl + Bodyo + Bldyl

onde
Ao = z1yoy1 (z1y1 + b(xoy1, 1y0)),

A1 = —zoyoy1(@1y1 + b(zoy1, 130) ),
By = zor1y1 (~71y1 + a(zoy1, ¥1%0)),
By = —woz1yo(—z1y1 + a(@oy1, 21%0))-
A 1-forma projetiva {2 define uma folheagao Fq em Pll{ x IP’ll( tal que
I(]:Q =F+M
e assim Fg satisfaz . Afirmamos que Az, é reduzido. De fato, note que

Ar, =pKr, + Ne, =p(F+ M)+ (3F+3M) =(p+3)(F+M).

Pela equa¢ao homogénea de Fq, vemos que Fy = {xg =0}, Fy = {x1 =0}, My ={yo =0} e
M = {y; = 0} sdo Fq-invariantes. Além disso, bi-projetivizando a reta L via ® em P} x P}
sabemos pelo Lema que a curva obtida, L, é irredutivel Fn-invariante com

ZEF()-FM().

Como C nao passa pelos pontos {[0:1:0],[1:0:0]} podemos aplicar o Lema para
concluir que a curva irredutivel de grau p em Ai projetiviza a uma curva irredutivel C' em
IP’ll( x IP’ll{ que é Fq-invariante tal que:

6 Ep(FO + Mo)

Dai obtemos o
A}‘QZF()+F1+M0+M+L+C

e assim garantimos que Az, é um divisor reduzido. Isso mostra que F satisfaz ({ii).

Observe que restringindo a folheagao ao aberto Ujg = {yo # 0} n {1 # 0} temos uma
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folheacao em Ai dada pela 1-forma

o =y1(y1 + b(zoy1,1))dzo — zo(-y1 + a(zoy1,1))dy:.

Como a,b € k[x,y]; sdo genéricos, podemos supor ainda que a(zoy1,1) = ap + O(2) e
b(zoy1,1) = by + O(2) onde ap/by ¢ Fp, de modo que obtemos uma folheacdo em % sa-

tisfazendo , e com di; =dy = 1. 0
Usando a proposicao anterior podemos considerar o caso geral.

Proposigao 5.4.7. Sejam dy,ds € Zso tais que p + d;, se d; #0. Suponha que

(dl,dz) € {(ll,lg) € Z2 | ll,lz >0 e p + lllz}.

Entao, uma folheacao genérica em ]P’ll{ X IP’ll( com fibrado cotangente Kg = diF + doM satisfaz
(??)7 ¢ '
Demonstracao. Seja l € N inteiro positivo coprimo a p e considere o mapa finito:

;P xPL — PL x P}

([zo,21], [yo. y11) = ([ 211, [yo = 1))

Sejam Rg, o divisor ramificagao e G a folheagao em IP’%{ xIP’ll( descrita pela saturacao da
1-forma ®; 2, onde 2 & a projetivizacao da 1-forma em A% dada por

o =y1(y1 +b(xoy1, 1) )dro — xo(=y1 + a(xoy1, 1))dy:

onde a,b € k[z,y]; sdo genéricos com a(zoyi, 1) =ag+O(2), b(xoy1,1) =by+O(2) e ap/bo ¢
Fp. Relembre que pela Proposicao podemos supor que a folheagao definida por €2, Fq,
¢é nao p-fechada com p-divisor dado por

Ar,=Fy+Fi+ Mo+ M+L+C

onde Fy = {xg = 0}, Fy = {1 = 0}, My = {yo = 0}, M = {1 = 0} e com L, C curvas
irredutiveis tais que . _
CEp(F0+M0) € LEF0+M0.

Temos Re, = (I -1)Fo+ (I -1)F; = 2(1 - 1)Fy e como Fy e Fy sdo Fo-invariantes resulta
Kg=9*Ky=®*(F+M)=IF+ M. Concretamente, a folheagdo G é definida pela 1-forma:
Y= Aodx() + flldxl + Bodyo + Bldyl

onde }
Ag = Lzyyoys (2hyr + b(hyr, #iw0)),
Ay = ~lzoyoyr (w191 + b(xhy1, 2190)),
B = $09€1y1(—$l1y1 + a($6y1,$l190)),
By = —zoz1yo (=i y1 + a(why1, #110))-

Vamos mostrar que vale a seguinte igualdade

Ag=Fy+Fy+My+M+®L+d;C.
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Note inicialmente que as curvas @Z’f e ®f C' sao G-invariantes. De fato, como mdc(l,p)=1e
xo, 1 nao dividem as equacdes que definem L e C, usando o Lema concluimos que @ff
e <I>l*6 sao reduzidos com componentes irredutiveis distintas. Em particular, segue que @Z’f
e <I>l*6 sao G-invariantes (ver Proposigao . Como Fy, F1, My, M sdo G-invariantes
temos que

Ag>Fy+ Fy+My+M+®L+d;C.
Agora, note que Ag é um divisor de bigrau dado pela férmula:
pKg+ Ng = p(lEFy + Mp) + (1 +2)Fy +3My) = (pl + 1+ 2)Fy + (p + 3) M.
Por outro lado, temos
Fo+Fi+My+M+® L+®C=Fy+Fy+ Mo+ M+ (IFy + My) + (plFy + pMop)
=(pl+1+2)Fy+ (p+3)Mp.
Assim, por comparacao de bigraus, concluimos que vale a igualdade
Ag=Fy+ I+ Mo+ M+®L+d/C.

o que demonstra que G satisfaz (fiii]).

Resta mostrar que Fon M = {xg = 0} n {y; = 0} ¢ uma singularidade p-reduzida de G.
De fato, restringindo a folheacao G ao aberto Uyp temos uma folheacdo em AZ dada pela
1-forma

w =ly(y +b(z'y,1))dz — 2(~y + a(z'y, 1))dy

e assim garantimos que (0,0) é p-reduzida ja que estamos supondo a(zoyi, 1) = ag+O(2) e
b(xoy1,1) = by + O(2) com ag/by ¢ Fp. Por simetria, isto é, trocando Fy por My, segue que
dados dj,dy € Zso com p + d; (se d; # 0) podemos construir folheagoes em }P’ll{ x ]P’ll{ com as
seguintes propriedades:

(i) Kg =diFy+daMy onde Fy e My sao fibras da primeira e segunda projecao respectiva-
mente.

(ii) Fp e My sao G-invariantes e {Q} = Fy n My é uma singularidade p-reduzida de G.
(iii) Ag é um divisor reduzido.

Isso encerra a prova da proposicao. O

Considerando a juncao dos casos A e B obtemos a prova para o Teorema [5.4.3]

5.5 Folheagoes e p-divisor em ¥, (d > 0)

Comegamos relembrando certas construgoes sobre folheagoes em superficies de Hirzebruch.
Mais detalhes podem ser encontrados em [I§].
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Seja G,, = k* o grupo multiplicativo de k e d € Zso. Seja g a acdo de G2, em X =
(A? - 0) x (AZ - 0) definida pela morfismo:

pa:G: x X — X
b
((avb)a(x()?ml;yanl)) = (aw07axlaby07ﬁy1)‘

O quociente ¥y = X/ug é¢ uma superficie lisa definida sobre k e isomorfa a d-superficie de
Hirzebruch (ver Capitulo 2). E uma superficie regrada com morfismo estrutural para ]P’ll(
definido por

g — }P’i
(w0, 150, y1) = [@0 : 71].

Sejam dy,ds € Z e G € k[xg,x1,Y0,y1]. Dizemos que G é bihomogéneo de bigrau (dy,ds) se

para qualquer mondémio xgom‘flygoylfl no suporte de G temos que

d1:a0+a1—db1 d2=bo+b1.

Sejam F' e My curvas em X4 tais que F' é uma fibra da projecéo estrutural 7 :X; — IP’II( e
M, é uma secgao de 7 satisfazendo as condigoes

My-F=1 M?=d.

Temos que {F, My} forma uma base de Numg(X). Se D € Div(3,) é tal que D = di F'+da My
entao as segoes globais nao nulas de Ox, (D) correspondem a polindmios bihomogéneos de
bigrau (di,dz) em 3;. No que se segue usaremos o seguinte resultado.

Proposicao 5.5.1. Sejam d € Zsg e dy,dz € Z. Seja N = Os,(dy —d +2,dy +2). Entao,
qualquer folheagcdo F em X4 com fibrado normal N € unicamente determinada, mddulo
multiplicacao de elementos de k, por uma 1-forma diferencial do tipo

Q= A(]dl'o + AleEl + Bodyo + Bldyl

onde Ag, Ay € H'(X4,0(dy —d +1,d2 +2)), By € H'(34,05,(d1 —d +2,dy + 1)) e By €
H%(X4,05,(d1 +2,da + 1)) sdo bihomogéneos e satisfazem as sequintes condigées:

xoAo + 2141 —dy1 By = 0,
yoBo +y1B1 = 0.

Demonstragao. Ver a Proposigao ou [I8, Proposition 3.2]. O

5.5.1 p-divisor em ¥

Seja d € Zsg. Sejam M, uma secdo da projecdo natural m: Xy — IP’ll{ e F uma fibra de 7
tais que
M?=d My F=1.

As curvas My e F' formam uma base de Numg(X,). Observe que para qualquer outro
divisor D € Div(%y) tal que (D, F) = Numg(34) e satisfazendo D? =d e D-F = 1 temos que
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D = My. Com efeito, escreva D = aMy + bF para alguns a,be Q enote que 1=D -F =ae
d=D?=a%d+2ab=d+2bedaib=0.

Fixe {F,M;} como base de Numg(X,) e seja @ o ponto na intersecao ' n M, onde
M ={y; =0} ¢ a curva em ¥y de auto-intersecdo negativa, isto ¢, M? = —d. Seja

BlQ : BlQ(Ed) i Ed

a explosao de X4 sobre @ e
Cp+ BlQ(Zd) — Zd+1

0 mapa que consiste na contracao da transformada estrita de F' em Blg(X4). Seja E o
divisor excepcional associado a Blg e

5 S Tq
0 mapa racional que consiste na composicao dos mapas birracionais:
d+1 -1
(I)d+ = BlQ o CF : Ed+1——> BlQ(Ed) — Ed.

Seja My,; a transformada estrita de My em Blg(X4) e considere E = (Cﬁ)*E e My =
(cz)+Mgsr as curvas induzidas pela contracao. Observe que {E, My} forma uma base de
Numg(X4) satisfazendo as condicoes

E*=0 E-Mg,=1 M3 =d+1.
Lema 5.5.2. Se F € uma folheagao em ¥4 com
Kr=diF+dayMy
entio G = (P41 F ¢ uma folheagio em S4.1 com
Kg=(di-U(Q)+1)E +daMygq.

Demonstragao. Seja H = Bl F a folheagao induzida em Blg(Xq). Entao, Kg = (cz). Ky e
temos .

Ky =BloKr+(1-1(Q))E = Blg(di F +daMg) + (1-1(Q))E.
Como BléF =F+Fe BléMd = My, concluimos

Ky =dF+dyMg +(di —1(Q)+1)E.
Assim,
Kg=(cp)sKu = (di —1(Q) + 1)(cp) E +da(cp)sMys1 = (di = 1(Q) + 1) E + do Mgy

o que encerra a demonstragao do lema. O
Teorema C. Sejam Xg4 a d-superficie de Hirzebruch sobre k e dy,ds € Zsg tais que p + d;, se

d; + 0. Entao, uma folheacao genérica em g com fibrado normal N = (d1—d+2) F+(da+2) My
possui p-divisor nao nulo e reduzido. Mais precisamente, U(Eq, Ox,(F + Mg),N) + & se

e N-F-2>0ep+ N-F-2 (se nao nulo)
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e deg(N)-(1+d)N-F+d-2>0ep+tdeg(N)-(1+d)N-F+d-2 (se nao nulo).

Demonstracgao. A prova seré feita por indugdo em d, sendo o caso d = 0 ja feito no Teorema
(.43l Suponha que o resultado seja verdadeiro para todas as superficies de Hirzebruch de
tipo j com j < d, isto é, suponha que para cada j € {0,...,d} e cada dj,ds € Zsp com p 4 d;
(se d; + 0) podemos encontrar uma folheagao H tal que

(i) Ky =diFy+doMj, onde que Fy é uma fibra da projecao natural m:3; — IP’II( e M;é
uma se¢ao de 7 tal que ]\4]2 =jeM; - F=1.

(ii) Se M é a segao de auto-intersegao negativa de X; temos que Fp e M sao H-invariantes
e {Q} = Fyn M ¢é uma singularidade de H p-reduzida, onde M? = -

(iii) A é reduzido.

Vamos mostrar que o mesmo vale sobre ¥;,1. Fixe di,ds € Zsg tais que p 4 d;, se d; £ 0.
Seja G uma folheagdo em X4 satisfazendo , e para j =d.

Sejam (@ a singularidade p-reduzida em FonM e mq : Blg(X,) — X4 a explosao centrada
em Q. Pelo Lema sabemos que Bla}" ¢ uma folheagdo em Blg(3¥4) com p-divisor

reduzido. Mais precisamente, se E denota o divisor excepcional e G = wa}" , sabemos que
Ag = A F+ E

Afirmamos que como Q é p-reduzida garantimos que ao longo de F existe pelo menos uma
singularidade p-reduzida de G.
De fato, em uma vizinhanca de ) a folheagdo é dada por uma 1-forma do tipo

w = aydx + xdy + O(2)

e considerando a carta mg : (z,t) ~ (z,xt) vemos que em uma vizinhanga de E a folheacio
G é dada pela 1-forma:
o= (a+1)tdx + xzdt + O(2).

Em particular, ) é p-reduzida. Denote por
Cp: BlQ(Ed) —Y

a contracao da reta F que é a transformada estrita de Fy. Como @ € Fy a reta F tem
auto-intersecdo —1 de modo que existe a contragdo. A superficie de saida, Y, é a superficie
de Hirzebruch de tipo d + 1 (Ed+1) Vamos mostrar que cg.G é uma folheacao em Y+
satisfazendo . . e . Sejam E o divisor excepcional associado a explosao Big e Md+1
a transformada estrita da curva My Denote por E = cp+FE e Mg = CF*Md+1 as curvas
induzidas pela contragao cp. Observe que valem as seguintes formulas

E*=0 , E-My,=1 , M3 =d+1.
Se {P} = cz(F) temos que
i Blg(Sq) —{F} — a1 - {P}

é um isomorfismo. Em particular, como Az é reduzido temos que AC .G € reduzido de modo
que obtemos ' A verificagdo local acima mostra que En M = {QQ} é uma singularidade
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p-reduzida de cz+G e o Lema [5.5.2) garante que Kg = diE + daMg41, de modo que obtemos
(i). Isso encerra a demonstragao do teorema.

O

Observagao 5.5.3. Sejam d € Zsy € F uma segao da projecio natural m: g — IP’ll( e My
uma secdo de w tal que

Defina

Sq={(d1,ds) € Z* | existe uma folheagio em Sq com fibrado canénico K = diF + dyMyg}.

F-My=1 , M?=d.

Segue de [18, Proposition 3.6/ que:

o So={(d1,d2) € Z*| d1,d> > 0} U {(-2,0)} U {(0,-2)},

++++++++++++r+HEEHHE+
o o IR T A A 2
e R T
+++++++++r+r+ A+
o T R T
++++++++ A+
S T R I A S S
++++++++ A+
o R Rk s

o Sed>0: Sy={(di,d2) €Z?|dy >~1,dy >0} u{(d,-2)}.

4+
+
+
+
-+
+
+
+
+

++++++++ 44+
+++++++++ 44
+++++++++ 44
+++++++++ 44
++++++++++ 4
+++++++++ 44
++++++++++ 4
+++++++++ 44
++++++++++ 4

+ 4+ ++++++
+ 4+ +++++++
+ 4+ ++++++
+ 4+ ++++++

76

+ 4+ +++++++
+ 4+ +++++++
+ 4+ ++++++

++ +
++ +
++ +
++ +
+++
++ +
++ +
++ +
+++



Agora, defina:
Ry ={(dy,dy) € Z* | existe wuma folhea¢io em X4 com p-divisor reduzido e K = diF + dyMy}.
O Teorema|[Q pode ser reformulado do sequinte modo:
* Ro=50-50(p) u{(-2,0)} u{(0,-2)},
e Sed>0: Ryg=5S4-Sa(p)u{(-1,d)|deZs}u{(d,-2)}
onde Sq(p) ={(d1,d2) € Sq|p|di oup|da}—-{(0,0)}.

A proxima proposi¢ao mostra que cada ponto P na reta [ = {(-1,¢e) | e € Zsp} na regiao
S1 admite um exemplo de folheacdo com p-divisor admitindo uma p-poténcia.

Regiao S e reta [

Proposigao 5.5.4. Seja F uma folheagdo nao p-fechada de grau d em IP’I% eQ e IP’IQ( —sing(F)u
Z(AF). Seja G = BIGF a folheagdo induzida em BZQ(]P’I%), Entao, G nao é p-fechada e Ag
contem uma p-poténcia. Além disso, Kg = —F + dM;.

Demonstragio. A condigdo @ ¢ sing(F) implica que I(Q) =0 de modo que temos
Ng=BIZNr e Kg=BIGKs+(1-1(Q))E = BlyKys + E.

Dali,
[Ag] =pKg + Ng = BlAF + pE = Ag + pE

onde a ultima igualdade segue da condigao @ ¢ Z(Ar). Em particular, ordg(Ag) = p.
Agora, temos
Kg=BlyKr+E=(d-1)(E+F)+E=(d-1)F +dE

Escreva M; = aF'+bE. Como 1= M;-F =btemos M; =zaF+FE. Como 1= Ml2 =(aF+E)% =
2a — 1 obtemos a = 1. Dai, My = F + E o que implica E = My — F. Assim,

KgE(d—l)F+dEE(d—l)F+d(M1—F)E—F+dM1

0 que encerra a prova da proposicao. O
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5.6 Alguns problemas

Nesta segao, coletamos alguns problemas relacionados aos resultados precedentes.

Problema 2. E possivel refinar o resultado? Por exemplo, é verdade que wma folheagdo
genérica de grau d > 2 em Pﬁ tem p-divisor irredutivel?

Problema 3. Seja F uma folheagdo em IP’% definida por uma 1-forma projetiva Q) = Adx +
Bdy + Cdz e suponha que A, B,C € Z[x,y, z]ar1- Seja p € Zso um inteiro primo e suponha
que p nao diwvide d + 2. Seja F, a folheagao obtida por reducao modulo p de Q2. FEwiste
alguma relacio entre folheacoes em IP’(% tal que Ag, € irredutivel para infinidade de primos
p e folheacdes em ]P’?C sem solugoes algébricas?

O Problema 2] é verdadeiro para caracteristicas baixas e graus baixos. Baixo aqui, signi-
fica que a computabilidade do p-divisor é possivel no computador. Os resultados precedentes
e os exemplos abaixo sugerem que a resposta para o problema 3| é sim.

Exemplo 5.6.1. Seja F uma folheagdo nao dicritica em }P’(Qc definida por uma 1-forma
projetiva ) = Adx + Bdy + Cdz. Seja K um corpo de nimero e suponha que A, B,C €
Oklx,y,2]q+1, onde Ok é o anel de inteiros de K. Seja m € Spm(Qk) de caracteristica p
e suponha que p nao divide d+ 2. Seja F, a folheagdo em Pi(m) obtida por reducao modulo
m de Q). Se Agx, € irredutivel entao F nao admite solugoes algébricas. Isso pode ser usado
para dar uma simples prova de que as folheacdes de Jouanolou de grau 2 e 3 nao admitem
solugoes algébricas.

Demonstra¢do. Suponha por contradi¢do que F admite uma solugao algébrica C. Usando
automorfismos de Galois, podemos supor que C esta definida por um polindmio irredutivel
sobre Og. Em particular, C' é reduzida como uma curva em IP’(QC. Seja F' € Oglz,y,z] o
polinémio irredutivel definindo C. Pelo [7, theorem| sabemos que deg(F') < d + 2. Seja
F ® k(m) o polinémio obtido por redu¢ao modulo m de F. Note que redugao modulo m
preserva invariancia no sentido que a curva descrita por F'® k(m) é invariante pela folheacao
Fp. Seja G € k(m)[z,y, z] um fator irredutivel ndo constante de F. Temos que a curva
{G=0}c Pz(m) ¢ Fp-invariante e pela Proposicao [3.3.11] concluimos que G|Az,. Como Ar

é irredutivel segue que {G =0} = Ax o que é um absurdo por comparagao de graus ja que

p(d-1)+d+2=deg(Ar,) >d+2>deg(G). O

Seja F uma folheagao em ]P’(ZC e (@ uma singularidade reduzida de F. Suponha que @ seja
nao degenerada. Nesse caso, sabemos que se a é o valor caracteristico de @) entdo « ¢ Q..
Entao, por [35, Appendice II| sabemos que existe um sistema de coordenadas holomorfo tal
que a folheagao é dada pela 1-forma

w=-ay(l+b(z,y))dx+z(1+a(x,y))dy

com a,b € (z,y). Em particular, se C' é uma curva algébrica reduzida F-invariante com
Q € C entao no sistema de coordenadas acima temos que C' é dada por {z =0}, {y =0} ou
{zy = 0}. Dai, computando o indice de Camacho-Sad resulta que

1/« se C'={x=0}.
CS(F,C,Q) =1« se C'={y=0}.
at+at+2 seC={ry=0}.

78



Em particular, temos que a norma do indice é limitada por uma constante que depende
apenas do valor caracteristico de ). Mais precisamente, temos que |CS(F,C,Q)| < |a| +
la|™! +2. Usaremos isso no exemplo abaixo.

Exemplo 5.6.2. Seja F uma folheagdo em IP% nao degenerada definida e pm’mitiv(ﬂ sobre
Z. Suponha que F seja reduzida e defina

ar =sup{|a(Q)|| Q esing(F)} e ar:=sup{|la(Q)[" | Q esing(F)}.

Sejam Br = aF +aF +2 e p um numero primo tal que

o p> (dr+1)B)%

o Ag, ¢ um divisor primo.
Entao, F nao admite solugdes algébricas.

Demonstracao. Suponha por contradicao que F admite uma solugao algébrica C'. Usando
automorfismos de Galois, podemos assumir que C' esta definida por um polindémio irredutivel
sobre Z. Como F ¢é nao degenerada e reduzida, usando a férmula de Camacho-Sad (ver [4,
Theorem 3.2|) temos que

dp=C*< Y |CS(F,C;Q)| < #sing(F)Br = (dF + dr + 1)Br < (dr +1)*Br
Qesing(F)nC

Da formula acima resulta que do < (dg + 1) 12 p. Assim, reduzindo C' modulo p garanti-
mos que a redugao C'® F, nao possui p-fator®l Agora, seja I/ um fator irredutivel de C @ F,,.
Temos que E é uma curva Fp-invariante irredutivel e daf pela irredutibilidade de Az segue
que A F, = F, 0 que é uma contradigao por comparagao de graus. [l

!isto é, a folheacdo esta dada por uma 1-forma homogénea w = Adx + Bdy + Cdz com A, B,C € Z[z,y, 2]
e 0 maximo divisor comum dos coeficientes de A, B,C' é 1
%isto ¢, ndo existe um divisor D tal que pD < C ®F,
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Capitulo 6

Novas componentes irredutiveis de Folq(IP%) via

caracteristica positiva

Resumo. Neste capitulo exibimos novas componentes irredutiveis do espago de folheagoes
holomorfas de codimensao um e grau d > 3 em IP’% usando a técnica de reducao moédulo p.

6.1 Introdugao

Sejam k um corpo algebricamente fechado e X uma variedade projetiva nao singular de
dimensao maior que dois definida sobre k. Seja £ um feixe invertivel amplo em X. Uma
folheacdo de codimensao um em X com fibrado normal £ é determinada por uma segao
global nao nula o € H(X, Qﬁ( ®0y L) que possui zeros de codimensao pelo menos dois e
satisfazendo a condigao de integrabilidade:

o ANdo =0.

Como para qualquer « € k* temos que « -0 e o definem a mesma folheacgdo, o espago das
folheagbes de codimensao um com fibrado normal £ admite naturalmente uma estrutura
de subvariedade quase projetiva de P(H(X ,Qﬁ( ®oy L)) dada pela condigao fechada de
integrabilidade e a condi¢do aberta no conjunto singular. Denote tal espago por Folg(X).
Surge naturalmente o seguinte problema:

Problema 4. Descrever as componentes irredutiveis de Folp(X).

O problema nessa generalidade ¢ muito dificil. De fato, mesmo quando X = P{ esse
problema ainda é fonte de muitos trabalhos e nao é completamente entendido, mesmo em
grau d = 3 (veja [14]).

Relembre que o espago das folheagoes de codimensao um e grau d em [P consiste no
seguinte conjunto

Folg(P}) = {[w] € P(H (P}, Qs (d +2))) [w A dw = 0 e codimsing(w) > 2} .

81



Explicitamente, um elemento w € HO(PE, QL. (d +2)) pode ser escrito como
k
w = Agdl‘o + Aldxl + e+ Andxn

onde Ay, ..., A, sao polindmios homogéneos de grau d+1 e tal que }.i*y A;z; = 0. A condigao
de integrabilidade se traduz em uma série de equagoes:

Al — - — Ail— - A - =0
(c%cj Bxl ) T 8%1 81‘1‘ A 8xi aa?j
para0<i<j<l<n.

Para comodidade do leitor apresentamos alguns resultados conhecidos sobre componentes
folheagoes de codimensao um e grau d > 0 em Pf .

e Grau 0 e grau 1: Inicialmente considerado em [27] Jouanolou demonstra que Fol (P¢)
é irredutivel e se identifica com a grassmanniana de retas em Pr. Jouanolou ainda
demonstra que Fol; (P¢) admite precisamente duas componentes irredutiveis.

e Grau 2: Para folheagoes de codimensao um e grau d = 2 em P Cerveau e Lins Neto
mostraram em [8] que Foly(P¢) admite precisamente seis componentes irredutiveis e
descrevem explicitamente tais componentes.

e Grau 3: Recentemente em [I4], R.C. da Costa, R. Lizarbe e J.V Pereira, usando um
teorema de estrutura para folheacoes de codimensao um e grau d = 3 em Pg, des-
crevem precisamente 18 componentes irredutiveis de Fol3(P¢) cujo elemento genérico
nao admite integral primeira meromorfa. Além disso, os autores mostram ainda que
Folz(P%) possui pelo menos 24 componentes irredutiveis distintas.

e Componentes classicas em grau d > 3:

(i) Componentes racionais: Sejam F,G polindmios irredutiveis homogéneos de
graus p e g respectivamente. Suponha que F e G sejam coprimos e que d = p+q—2.
Nesse caso diremos que o par (F,G) é genérico. Entao, w = ¢F'dG — pGdF define
uma folheacdo em Pg de grau d. Denote por (p,q) o conjunto de folheacGes
desse tipo. Entao, o fecho m ¢ uma componente irredutivel de Foly(Pg) (veja
Gomez-Mont e Lins Neto [21]).

(i) Componentes logaritmicas: Sao generalizagoes naturais das componentes

racionais. Sejam dy,do,...,d, € Zsg € F1,...,F,. polinbmios homogéneos com
d; = deg(F;). Suponha que Fi,..., F, sao irredutiveis e primos entre si. Sejam
al,...,ap € C* tais que Y_; aid; = 0 e considere a 1-forma

dF;
F;

.
Q=FFFF ) a
i1

A 1-forma 2 define uma folheagdo Fq de codimensdo um e grau d = Y ; d; - 2 em
P&. Nesse caso dizemos que Fq é uma folheagao logaritmica de tipo (d,...,d;).
Denote por Log,(di,...,d,) o conjunto de folheagoes logaritmicas em P¢ de tipo

(dy,...,d). Entao o fecho Log,(ds,...,d,) é uma componente irredutivel de
Fola(Pg) ( veja Calvo-Andrade [6] e F. Cukierman, J. Gargiulo e C. D. Massri

I12).
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(iii)) Componentes do tipo pullback: Seja G uma folheagao de codimensao um em
IP% e grau e. Suponha que G estd definida por uma 1-forma projetiva w e seja
F:Pg—— IP’(% um mapa racional dominante de grau m. Entdo, F*w define um
folheacao de grau d = ((e+2)m—-2) em P¢. Denote por PB(m, e, n) o conjunto de
folheagoes desse tipo. Entao, o fecho PB(m, e, n) é uma componente irredutivel
de Fol(cs9)m-2(P¢) (veja Cerveau, Lins Neto e Edixhoven [9].)

No presente capitulo vamos determinar novas componentes irredutiveis de Fold(IP’%) cujo
argumento se passa a redugao moédulo p.

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Considere o conjunto
de mapas racionais ¢ : }P’i - IP’ll{ X ]P’ll( que associa

[zo:x1:y0:y1] = ([Lo: L1],[Qo, Q1])

com Lg,L1,Qo e Q1 polindmios homogéneos de grau um. Denote o conjunto de mapas
como acima por Map; (IP’?’,IP)ll( x Plli) Sejam d € Zs3 e di,ds € Zxg tais que d = di +ds + 2
e suponha que a carateristica do corpo base k satisfaz a condigdo: p > d + 2. Denote por
Fol(dth)(]P’ll( X Pll{) o espaco parametrizando as folheagoes em ]P’ll{ X IP’II( com divisor canénico
numericamente equivalente a K = diF + dyM, onde F e M sao respectivamente fibras da
primeira e segunda projecao de ]Pll( X ]P’ll( em IP’II(.

Considere o mapa racional

W:Mapy (P}, Py x Py) x Fol(q, a,)(Pi x Pi) — ——— Folq (P})
(®,G) —» ®*G.

Teorema D. Seja X (4.4, 4,) 0 fecho de Zariski da imagem de V. Entao, X(q.4,,4,) € uwma
componente irredutivel de Folg(P3).

Como consequéncia de principios gerais relacionados a redugéao modulo p veremos que o
teorema acima implicard o seguinte teorema.

Teorema E. Sejam d € Zs3 e dy,ds € Zsq tais que d = dy+ds+2 e considere o mapa racional
U: Mapy (PE, Pg x Pg) xFol g, a,) (Pt x Pg) = ——— Folq (P2)
(®,G) » ®*G.

Seja C(g.q, dy) © fecho de Zariski da imagem de W. FEntao, C(4.q, 4,) € wma componente
irredutivel de Folq(P3.).

O Teorema generaliza para grau maior que trés uma componente irredutivel de Folg (]P’%)
encontrada em [I4].

Na Secgao apresentamos um resultado sobre o comportamento do grau do p-divisor
que seré relevante para demonstrar o Teorema|D] Na Segao fazemos a prova do Teorema
e na Se¢ao [6.4] apos uma discussao sobre redugao modulo p, estabelecemos o Teorema [E]

6.2 Grau do p-divisor em vizinhancgas

Nesta secao vamos mostrar o seguinte resultado auxiliar que sera relevante na demonstracao
do Teorema
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Teorema 6.2.1. Seja F uma folheacao de codimensao um e grau d em ]P’ﬁ e suponha que
o F ¢ nao p-fechada com p-divisor reduzido.
o A p-folheagio Cx tem grau e € Zsg.

Entao, existe um aberto Ur do espago de folheagoes de codimensao um e grau d em ]P’i que
contém F tal que para qualquer folheagdo F e Ur temos que

(i) F' énio p-fechada e Az nao admite p-fatores, isto €, para cada divisor H no suporte
de A temos que ordg (A zr) <p. Além disso, deg(A ) > deg(Ax).

(ii) A p-folheagio Cpr tem grau e <e.

Observacgao 6.2.2. Se a caracteristica do corpo base k é maior do que d+2 entdo podemos
construir exemplos de folheagdes de codimensdo um e grau d em IP’i com p-divisor reduzido.
De fato, pelo Teorema [5.4.3 sabemos que dados dy,ds € Zsg com p + d; para todo i temos
que uma folheagdo genérica em ]P’ll{ X IP’ll( com fibrado canénico do tipo K = diF + doM possui
p-divisor reduzido. Desse modo, fixe (dy,ds) tais que d =dy +ds +2 e seja G uma folheagao
em ]P’ll( x ]P’ll( com divisor candnico Kg = diF +daM. Entao, considerando o mapa racional
d: Pi——> IP’ll( x IF’ll{
[z0: @1 : 90 :y1] = ([0 : 21]s [yo: y1])

obtemos a folheacao F = ®*G de grau d em IP’i com p-divisor reduzido dado por Ay = P*Ag.
Note que pela férmula do grau mencionada na Observacao temos que
deg(Ar) +pde, =p(d-1) +d+2
e assim para demonstrar o Teorema é suficiente mostrar apenas o item .

Definicao 6.2.3. Sejam k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p >0 e G ¢
k[zg,...,xy] nao constante. A p-decomposi¢ao de G € a inica, mddulo k*, escritura G =
FEP onde E € k[xg,...,z,] e F €k[xg,...,x,] € livre de p-poténcias.

Comegamos a prova do Teorema [6.2.1] com o seguinte lema.

Lema 6.2.4. Sejam d € Zsg e k um corpo de caracteristica p > 0. Considere P%‘i 0 es-
paco projetivo parametrizando todos os polindémios homogéneos de grau d em 4 varidveis:
x0,x1,T2,23. Seja G € k[xg,x1,x2,23]q um polinémio homogéneo de grau d tal que G = FEP
com F' livre de p-poténcias. Entdo, existe um aberto em torno de G tal que para qualquer
G' € Ug temos que G' = F'E'P com F' livre de p-poténcias com deg(F") > deg(F).

Demonstracao. Seja t € N e defina o mapa

Y/Jt:]P’Md*Pt x pMe __, pMa
(F,E)~ FEP.

Observe que ¥; é um mapa regular entre variedades préprias. Em particular, € um morfismo
fechado. Seja S; := ¢y (PMart x PMt) ¢ defina A; := Ui<t<d/p St-  Observe que dado G €
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k[xo, 1,22, 23] temos que G € A; se e somente se G tem p-decomposi¢ao do tipo G = FEP
com deg(FE) >i. Assim, existe uma filtragao:

A1 D As> A3 A; D

Suponha que G € k[zg,x1,22,23]q com G € A; e G ¢ A;.1, isto é, G tem p-decomposigao
do tipo G = FEP com deg(FE) =i. Como A;;; é fechado existe um aberto em torno de G,
denotado por Ug, tal que para qualquer G’ € Ug a p-decomposicao é do tipo G’ = F'E'P
com deg(E") <i=deg(F). Assim, deg(F") > deg(F) para todo G’ € Ug. O

No que se segue, dados inteiros dp, ds € Z diremos que uma folheagao G em IP’11< X ]P’ll{ é de
tipo (dj,ds2) se o divisor candénico Kg é numericamente equivalente ao divisor di F + do M
onde F' e M sao, respectivamente, fibras da primeira e segunda projecao de IP‘%{ x IP)ll( em IP’11<.

Lema 6.2.5. Seja F uma folheagdo de codimensdo um em ]P’i definida pela uma 1-forma:
QO = Adxg + Bdzx, + Cdyg + Ddy,

e defina o campo homogéneo associado a F pondo:
vo = COpy — DOy, — ADy, + B0y, .

Seja ® : P} —— PL x P 0 mapa racional que associa [zo:x1:yo:y1] = ([0 : 1], [vo : y1])
e suponha que F = ®*G para alguma folheagcdo G em Pll{ X IPII{ de tipo (di,d2). Entao, F
€ p-fechada se e somente se ing = 0. Se F € nao p-fechada com Ax reduzida entdo
[ivgg]o = Ar +pR para algum divisor R efetivo.

Demonstracao. Vamos reduzir a prova a um problema analogo sobre superficies. Mais pre-
cisamente, seja X uma superficie afim e H uma folheagao nao p-fechada em X. Entao, para
qualquer campo v tangente a H temos que v’ é um campo em X que nao é tangente a
H. Isso segue do fato que Ty é um feixe de posto um. De fato, fixe v; um gerador local
de T5. Como H néao é p-fechada segue da definicdo que existe uma se¢ao local v € Ty tal
que vP ¢ Ty. Seja f € k(X) uma funcao racional tal que v = fv;. Entdo, pela Proposi¢ao
temos que v” = fPo} + gv para alguma funcao racional g € k(X)) o que implica v} ¢ T.
Assim, para todo v € Ty temos que vP ndo é tangente a H, o que demonstra a afirmacao.
Passemos agora ao problema inicial. Como F = ®*G temos que v determina um campo
homogéneo em Pll( X Plli que é tangente a folheacao G. Como Tg tem posto um e como G é
nao p-fechada temos pela discussao anterior que para toda segao local v € Ty seu p-iterado,
vP nao é um elemento Tg. Como v determina uma se¢éo local de Ty temos que v}, ¢ Tg, o
que implica ivg Q=0. O

Proposigao 6.2.6. Seja F uma folheagio de codimensao um em ]P’ﬁ e suponha que F nao
€ p-fechada. Suponha ainda que Ar seja um divisor reduzido. Entao, existe um aberto Ur
do espaco de folheagoes de codimensao um e grau d em ]P’i contendo F tal que para todo
F' e Ur temos que

deg(Az) > deg(AF)

e Agr € livre de p-poténcias.
Demonstra¢ao. Vamos supor inicialmente que F = &*G para alguma folheacdo G em ]Pll( x ]P’ll(

tipo (di,dz) onde @:]P’i—e }P’ll( ><]P’11< ¢ o mapa racional que associa [zg : x1 : Yo : y1] a
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([zo:x1],[yo :y1]). Seja w uma 1-forma representando F. Considere os seguintes mapas:

y:Fola(P}) — P(Xq.1(k")) x Fola(P})
[w] = (Vs [w]),

72:P(Xgi1 (k")) x Folg(PR) == P(Xpasn (k) x Fola(Py)
([v], [w]) = ([v"]; [w]),
73 P(Xpar1 (k1)) x Folq(P})— P(H (P, Ops (pd + d + 2)))
([v], [w]) = livw].
Compondo os mapas acima obtemos um mapa racional:
W:Folg(P})— P(H’ (P, Ops (pd + d + 2)))
[w] = [iy ]

Seja U o aberto em IE‘old(}P’i) que consiste nas folheagdes nao p-fechadas tal que bogpw # 0.

Pelo Teorema sabemos que existem folheagoes em }P’%{ x IP’ll( de tipo (dj,d3) com Agx
reduzida. Assim, garantimos pelo Lema que U é nao vazio. Assim, temos que o mapa
1) se restringe a um morfismo de variedades quasi-projetivas

YU — P(H(Py, Ops (pd + d + 2)))

(] [iyp ],

Por hipétese temos que i pw = FRP, onde F' ¢ livre de p-poténcias. Assim, pelo Lema
garantimos que existe um aberto Vr em torno de i,pw tal que qualquer elemento G € V¢ tem
p-decomposi¢ao do tipo G = F'R'P com F’ livre de p-poténcias e com deg(F’) > deg(F).
Assim, Ur = 9"} (V£) é um aberto em torno de F tal que toda folheacdo F’ € Ur é nio
p-fechada e tal que deg(Ax) > deg(Ax). De fato, pela Proposi¢ao sabemos que
{F' =0} < A, para toda folheagao F e Uzx. Dai, obtemos:

deg(A ) > deg(F') > deg(F) = deg(AF)

O que encerra a prova.

Argumento geral que nao depende do Lema Seja H um hiperplano genérico
em Pﬁ. Entao, Fg é nao p-fechada e possui p-divisor na forma

Agy, = Arlu +pR.
Considere agora os mapas racionais:

t1:Folg ()~ Folg (P}) to: Folq(PR)— P(H’ (P§, Op2 (p(d 1) +d +2)))
F e Flu G Ag.

Seja V' o aberto em JFold(IF’i) que consiste nas folheagoes F nao p-fechadas em ]P’i tal que
¥1(F) é nao p-fechada e tal que Az seja um divisor reduzido. Observe que 11 se restringe
a morfismo: 11y : V —> Folg(P?).

Pelo Lema sabemos que existe um aberto U em torno de Ag,, tal que para todo
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G € U tem p-decomposigdo do tipo G = FEP com F livre de p-fator e deg(F') > deg(Ax|y).

Seja V' = (2 091]v)"H(U). Entdo, V' é um aberto em Folyq(IP}) que satisfaz a propriedade

desejada ja que para toda folheagao F e V' temos que Ay = F'E'P com F' livre de
H

quadrados e assim {F = 0} < Ay, Dai, resulta
deg(A ) 2 deg(F') > deg(Ax|n) = deg(Ax)

0 que encerra a demonstragao. O

6.2.1 Um exemplo

Nesta secao, apresentamos uma aplicagao do Teorema ao estudo das folheacoes em IP’i
que sao pullbacks lineares de folheagoes em IP’IZ(. Comegamos com o seguinte lema.

Lema 6.2.7. Seja F uma folheacdo de codimensio um e grau d >0 em ]P’i nao p-fechada.
Suponha que p>d+2 e que deg(Ar) =p(d—1)+d+2. Entao, existe uma folheagao de grau
d em Pi e um mapa racional F : Pi —— Pi de grau um tal que F = F*G.

Demonstra¢ao. Suponha que F esté definida pela 1-forma homogénea w = Adzg + Bdzy +
Cdzy + Ddxs. Como deg(Ax) = p(d—-1) +d + 2 segue que a p-folheacao Cx possui grau
zero. Em um sistema de coordenadas conveniente temos que Cx é definida por um campo
v = Oz,. Expandindo a férmula i,w = 0 resulta D = 0. Afirmamos que a condigao de
integrabilidade w A dw = 0 implica que A, B,C € k[zg,x1,72]4+1. De fato, expandindo
a condicao de integrabilidade e considerando os termos que ocorrem em dxy A dz1 A dxs,
dxg A dxo Adxs e dry A dxo A drs obtemos as respectivas equagoes

pOA 0B 0A_ 00 0B _L0C
31‘3 8%3 8:753 3:63 8903 8$3
Note que se 9B _ () entdo as equagoes acima implicam que 94 _ 0C _ () ¢ daf terfamos

oxs Ox3 ~ Ox3
que A, B,C € k[xg,x1,22] dado que p > d + 2. Vamos mostrar que esse é sempre 0 caso.

Suponha, por contradic¢ao, que g—:i # 0. Observe que podemos supor que C' e B nao admitem
um fator em comum. De fato, pela condigdo xoA + 21 B + 22C = 0 e como codimsing(w) > 2
segue que se existir um tal fator entao ¢ da forma azo para algum « € k. Nesse caso,
podemos escrever B = xOB’ e (C = ﬂUoC’ e dai teriamos C’g—g = Bg—g com B e C sem fatores

8_Be

em comum. Agora, se B e C' ndo admitem fatores em comum entao temos que B = H 55

C=H % para algum polinémio H. Considerando a equagao

0A 0B

B—=A—

8333 81'3
obtemos 9B 9A 9B
HZ= 22 a2
(9:133 81'3 81}3

o que implica A =H %, ja que estamos assumindo g—g + 0. Mas isso é uma contradicao ja
que codimsing(w) > 2. Logo,

0A 0B 0C 0

(‘)xg axg 8:63

e como p > d+ 2 temos que A, B,C € k[xg,z1,x2]. Assim, nesse sistema de coordenadas
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F = F*G onde G é a folheacao em P% definida pela 1-forma o = Ajdzy + Asdxs + Azdzrs e
F : P} —— P2 ¢ o mapa racional que associa [xg : z1 : 2 : 23] = [21 : 22 : 73] O

Observagao 6.2.8. Seja F uma folheagdo em Pi que € um pullback linear de uma folheagdo
em Pﬁ, Suponha que F € nao p-fechada. Afirmamos que Cr possui grau 0. Com efeito, seja
F:P} - P2 0 mapa racional tal que F = F*G. Entdo, como Cx = Ker(dF) (ver Proposicdo

temos que deg(Cr) = 0.

Proposigao 6.2.9. Seja PB(1,d,3) o fecho do conjunto que consiste nas folheagoes de
codimensao um e grau d >0 em IP’i que sdo pullback lineares de folheagdes em Pi. Sejap a
caracteristica do corpo base k e suponha que p>d+2. Entao PB(1,d,3) é uma componente
irredutivel de Folg(P}).

Demonstra¢ao. Como PB(1,d,3) é irredutivel é suficiente mostrar que PB(1,d,3) contém
um aberto nao vazio de Folg(P}). Pelo Lema sabemos que F € Folq(P}) é pullback
linear se e somente se deg(Ax) = p(d - 1) +d + 2. Desse modo, seja G € PB(1,d,3) nao
p-fechada. Pelo Teorema sabemos que existe um aberto Ug em Fold(]P’i) tal que
deg(Agr) > deg(Ag) para qualquer folheagao G’ € Ug. Pela maximalidade resulta deg(Ag) =
deg(Ag) e assim concluimos que Ug c PB(1,d,3). O

6.3 Demonstracao do Teorema

Relembramos o enunciado do teorema.

Teorema D. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Sejam d € Zs3,
dy,ds € Zsq tais que d =dy + do + 2 e considere o mapa racional

U: Mapy (P}, Py x Py) x Fol(g, 4, (Py. x Pi) - ——— Folq (P})
(®,G) » ®*G.

Suponha que p>d+2 e seja X (4.4, d4,) 0 fecho de Zariski da imagem de ¥. Entao, X (g4, d,)
¢ uma componente irredutivel de Folq(P}).

Comegamos a prova do teorema acima com alguns resultados auxiliares.

Lema 6.3.1. Seja R um dominio de tipo finito sobre k e M € Spm(R). Seja F ¢
R[zo,...,2n]q um polindmio de homogéneo de grau d. Suponha ainda que F € bihomo-
géneo de tipo (dy,d2) e que exista G € k[xq, ..., xn]q bihomogéneo de bigrau (e1,ez) tal que
F =G mod M. Entao, (e1,e2) = (dy,ds).

Demonstracao. Se F = G entdo ndao ha o que demonstrar. Assim, podemos supor que F + G.
Temos que F —G € M[xg,...,x,]q, isto &, possui todos os coeficientes no ideal maximal M.
Suponha que todo monomio M no suporte de G nao esta no suporte de F'. Em particular,
como F -G e M[xq,...,xn]q e Supp(F)nSupp(G) = @ temos que todos os coeficientes de G
estao no ideal maximal M. Mas, isso é uma contradi¢ao a menos que G = 0 ji que estamos
assumindo que G estd definido sobre k£ ¢ R. Isso demonstra que existe algum monoémio
M na interse¢ao Supp(F') n Supp(G). Em particular, segue que F' e G possuem o mesmo
bigrau. O
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Proposicao 6.3.2. Sejam k um corpo algebricamente fechado de caracteristica p >0 e F
uma folheagdo de codimensao um e grau d em Pi nao p-fechada. Suponha que F = ®*G para
alguma folheagio G de tipo (dyi,ds) em IP’ll{ X IP’II{ onde ® ¢ o mapa racional P :]P’i — ]Pll( x ]P’ll(
que associa [zo : x1: Yo : y1] a ([zo : x1],[vo : y1]). Seja {Fi} uma familia parametrizada
por alguma variedade quase projetiva T com um ponto fechado fixado 0 €T tal que Fy = F.
Suponha que p > d+1 e que exista um aberto U contendo 0 tal que F; seja tangente ao campo
homogéneo
v =200z, + 2104,

para todo t € U. Entao, existe um aberto V c U contendo 0 tal que para todo t € V' temos
que Fy = ®*Gy para alguma folheagcao Gy em IPll{ X IP’ll( de tipo (di,d3).

Demonstracao. Denote por
wo = God.?to + Gldl‘l + Hodyo + Hldyl

a l-forma projetiva definindo Fy sobre k. Restringindo a um aberto afim em torno de 0
podemos supor, sem perda de generalidade, que T' = Spec(R) para algum dominio R de
tipo finito sobre k. Seja w a 1-forma homogénea e projetiva definindo {F;}¢r e escreva
w = Aodzg + Ardxy + Bodyo + B1dyy com Ag, Ay, By, By € R[xo,x1,Y0,y1] homogéneos de
grau d + 1. Vamos mostrar que a tangéncia de F; com o campo homogéneo v implica
que Ap, A; sado bihomogéneos de tipo (e, e2) e By, By sdo bihomogéneos de tipo (f1, f2).
Observe que isso seré suficiente para provar a proposicao. De fato, se m é o ideal maximal
de R correspondente ao ponto 0 € T' entao w = wy mod m e podemos aplicar o Lema [6.3.1
para concluir que Ay e A; (resp. By e Bi) possuem o mesmo bigrau que Gy e G (resp. Hy
(§ H1>

Assim, resta mostrar que a tangéncia de JF; com v implica que Ag, A1,Bg ¢ By sdo
bihomogéneos. Note que como v é tangente a F; temos que i,w = 0. Usando a condicao de
integrabilidade w A dw = 0 e contraindo com o campo v obtemos w A i,dw = 0. Expandindo
tal formula e considerando o termo de dyg A dy; obtemos

B(] (:CO% + xl@) = B1 (xo@ + xl%) .
8%0 8.731 axo 8:61

Seja U um aberto em T tal que para qualquer M € U temos que By ® R/M e B; ® R/ M
tem todos os fatores distintos. Entao, reduzindo a identidade acima médulo M concluimos

que
0B; 0B;

+$1al’
1

para todo i € {0,1} e M e U. Como deg(B;) =d+1 < p a identidade acima mostra que B; é
bihomogéneo para todo i € {0,1}.

Agora observe que o campo radial se escreve como R = v +v' onde v’ é o campo v’ =
YoOy, + y10y,. A tangéncia de v com F; implica, em particular, que i,w = 0. Usando a
condicao de integrabilidade w A dw = 0 e contraindo com o campo v’ obtemos w A i,rdw = 0.

Expandindo tal formula e considerando o termo de dxy A dx1 obtemos

mod M

Bi =
o 6900

0A; 3A1) A ( 0Ap aAo)
= 1 — .

A (yo—+y1— Yo— + 1
Yo oy Yo oy1

Seja V um aberto em T tal que para qualquer M € V temos que Ag® R/M e A1 ® R/ M pos-
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suem todos os fatores distintos. Entao, reduzindo a identidade acima modulo M concluimos
que

0A; - 0A;

Yo o
para todo i € {0,1} e M e V. Como deg(A;) =d+1 < p a identidade acima mostra que A; é
bihomogéneo para todo i € {0,1}.

mod M

Ai=yo

Como Ap, A1, By e By sao bihomogéneos podemos usar o Lema para concluir o
resultado. Isso encerra a demonstracao. O

Passemos agora a demonstragao do Teorema

Demonstracao. Seja F uma folheacao de codimensao um e de grau d > 3 em Pﬁ. Suponha
que

e F ¢ um pullback de uma folhea¢ao nao p-fechada G em IP’,IC X IP’,}J de tipo (dy,d2) via o
mapa racional ® : IP’i — Pll{ x IP’ll( que associa [zo:x1:yo:y1] a ([xo:z1], [yo:y1])-

e Ag ¢é um divisor reduzido.

Note que pelo Teorema [5.4] garantimos que existe uma tal folheacao G. Nesse caso, temos
que F é nao p-fechada com p-divisor reduzido dado por ®*Ag. De fato, como Ag é reduzido
temos que ®*Ag < Ax. Por outro lado, como deg(Cr) =1 a formula (ver Corolario (3.3.10)

deg(Ax) + pdeg(Cr) =p(d-1) +d+2

implica que deg(Ax) = p(d—2) +d +2. Como Ag = pKg + Ng = p(diF + doM) + (dy +
2)F + (d2+2)M = (pdy +di +2)F + (pda + d2 + 2)M, temos que ®*Ag tem grau igual a
p(di+do)+dy+do+4=p(d-2)+d+2=deg(Ar), o que prova a afirmacao.

Seja T uma componente irredutivel de Fold(IF’ﬁ) contendo F. Vamos mostrar que o
Teorema implica que T' = X (4,4, 4,)- Observe que pela defini¢ao de X (4.4, 4,) Sabemos
que X(g.q4,,4,) € um conjunto fechado irredutivel.

Seja {Ft} a familia de folheagoes parametrizadas por T. Observe que tal familia induz
uma familia de folheagoes de dimensao um sobre H, onde H é a p-folheacao associada a
F : {Hi}eer. De fato, como F é nao p-fechada garantimos que F; é nao p-fechada para
t € U, onde U é algum aberto contendo F. Nesse caso, H; serd a p-folheagao associada
a F;. Usando o Teorema podemos supor ainda, diminuindo U se necessario, que
deg(H;:) < 1. Note que pela Observagao temos que F nao é um pullback linear ji que
deg(Ax) =deg(P*Ag) = p(di+da)+dy+da+4 = p(d-2)+d+2 # p(d—1)+d+2. Pela Proposigao
sabemos que as folheagbes que s@o pullback lineares por mapas racionais para ]P’l%
formam um conjunto fechado. Desse modo, diminuindo ainda mais U, se necessario, podemos
supor que deg(H;) = 1. Observe que podemos supor também que F; nao admite fator de
integragao, ja que tal condi¢ao é uma condigao fechada propria no espago de folheagoes (veja
[14, Lemma 3.5]). Em particular, segue que H; é p-fechada para todo ¢t € U. De fato, se
H: nao é p-fechada entao segue da definicao que existe um campo homogéneo de grau um,
vg, tal que vf ¢ um campo homogéneo de grau um tangente a JF;, mas (vgJ WP = vf ’ nao é

tangente a F;. Nesse caso, se F; esta dada pela 1-forma homogénea wy entao pela Proposicao
i

2
3| temos que a contracao de wy com Uf é um fator de integracao para J;, o que é uma

contradi¢gdo. Outra maneira de ver isso é notar que se H; nao é p-fechada entao existe um
campo v; homogéneo e de grau um tal que v; A v} # 0. Nesse caso, considerando o produto
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exterior v; A v} obtemos uma secio global nio nula do feixe A? T]P’i = Q;DS (4) que determina
a folheagao F;. Mas, isso implicaria que F; teria grau dois o que é umakcontradi(;éo ja que
d > 3. Logo, H; é p-fechada para todo t € U.

Pelo Corolario [f.1.2] sabemos que existe um aberto U contendo F tal que para todo t € U
temos que H; é definida por um morfismo ®;. Além disso, pela Proposigao [6.3.2] garantimos
que F; = ®;G; onde G; é uma folheagao em IP’II{ X IP’11< de mesmo tipo que G. Assim, existe um
aberto V tal que para toda folheagao F "€V satisfaz a propriedade:

e F & um pullback de uma folheacio G em Pl x Pl de tipo (di,d>).

Em particular, V' ¢ X(4.4, 4,)- Como X(4,q, 4,) ¢ irredutivel e 7' ¢ uma componente
irredutivel contendo V' concluimos, por passagem ao fecho, que T'= X (4.4, 4,) 0 que mostra
que X(4.q4,,4,) ¢ uma componente irredutivel de Folg (]P’i) O

6.4 Redugao modulo p e demonstragao do Teorema [E]

Seja X c Pg uma variedade projetiva dada por polindémios homogéneos Fp,...,F, de
Clzo,...,2zpm], isto &, X = Z(I) onde I é o ideal de C[xo,...,zp] gerado por Fp,..., F}.

Para cada inteiro 0 < j <7 escreva Fj = Y=oz a2} e considere a Z-algebra obtida por

7]
adjuncao de todos os coeficientes {aij }5 que ocorrem em Fy, ..., F.. Como existe apenas

J
um numero finito de tais coeficientes temos que R é uma Z-élgebra finitamente gerada. Para
cada ideal maximal p € Spm(R) de R temos pela [45, Proposition 10.35.19] que o corpo
k(p) = R/p é finito, em particular, de caracteristica p > 0.

Defina 1), o homomorfismo de anéis y: R[xo, ...,z ] — k(p)[20, ..., 2] obtido pela
composi¢ao dos homomorfismos

Y R0, ..., xm] — E(p)[zo, ..., 2zMm] Yo k(p)[zo, ..., xnm] — k(p)[zo, ..., 20m]
F~F modp F—F.
Sejam Fyyp,...,Fpp € k(p)[zo,...,2zn] os polindmios obtidos por redugao modulo p de

Fy, ..., F,, isto é, para cada 0 < j <7, temos que Fj, = 1,(F}). A reducdo modulo p de X,
denotada por X, ¢ a variedade projetiva definida sobre W obtida por redugao moédulo p
dos polinémios Fy, ..., F,, isto é, X, = Z(Foy,...,Frp). Observe que a reducao modulo p
ndo preserva irredutibilidade em geral. De fato, considere a curva X = Z(F) c P4 onde F é
o polinémio
F=:U2+:Uy+yz+y2+yz+zz.

A curva X é nao singular e a Z-algebra obtida por adjungao dos coeficientes que ocorrem em
F & precisamente R = Z. Tomando p = 2Z € Spm(Z) vemos que a curva X, nao ¢é irredutivel
ja que se v € Fy —Fy & tal que o + o+ 1 =0 entéo

Yoz (F) = (ax+ (a+ )y +z2)((a+ 1)z +ay + 2) € k(2Z)[z,y, z].

Por outro lado, o fenémeno acima ocorre somente para um conjunto finito de ideais
maximais. De fato, isso é contetido do seguinte teorema.

Proposicao 6.4.1. (Teorema de Bertini-Noether) Seja X uma variedade projetiva irredu-
tivel em ]P’é/[ definida por polinémios homogéneos Fy,...,F. € Clxg,...,xp], isto €, X =
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Z(Fy,...,F,) c ]P’g. Seja R a Z-dlgebra finitamente gerada obtida por adjungio de to-
dos os coeficientes que ocorrem em Fy,... F.. Seja p € Spm(R) um ideal mazimal de R
e considere X, a variedade obtida por redugao mddulo p dos polindmios Fy,...,F;, isto
€, Xp = Z(Up(F0), ..., Yp(Fr)) onde 1py € o homomorfismo natural de R[xo,...,xp] em
k(p)[xo,..., ). Entao, X, € irredutivel e dim X = dim X, para quase todo ideal mazimal
de R, isto é, para todo ideal mazimal de R fora de conjunto fechado préprio E c Spm(R).

Demonstragao. Pela [17), Proposition 10.4.2] sabemos que existe ¢ € R nao nulo tal que para
qualquer corpo algebricamente fechado K e homomorfismo de anéis ¢ : R — K tal que
¢(c) # 0 temos que a variedade Z(¢(Fp),...,d(F.)) c P¥ ¢ irredutivel. Seja V(cR) o
fechado em Spm(R) que consiste na colegao de todos os ideais maximais de R que contem o
elemento c. Nesse caso, para todo p e Spm(R) -V (cR) vale ¢y(c) # 0, ja que c ¢ p. Pela [I7,
Proposition 10.4.2| garantimos ainda que dim X, = dim X para ideal maximal p € Spm(R)
fora possivelmente de um conjunto fechado 7. Definindo E = V(c¢R) uT temos que para
todo ideal p € Spm(R) - E a variedade X, é irredutivel e vale dim X}, = dim X, o que encerra
a demonstracao. O

Corolario 6.4.2. Sejam X uma variedade projetiva em Pg dada por polinémios Fy, ..., F, €
Clzo,...,xp] e Y ¢ X um fechado irredutivel dado por polinémios Hy,...,Hy. Seja Z
uma componente irredutivel de X contendo Y e suponha que esteja dada por polindémios
Go,...,G;. Denote por R a Z-dlgebra finitamente gerada obtida por adjuncao de todos
0s coeficientes que ocorrem nos polinémios Fy, ..., F., Go,...,Gy, Hy,...,H. Suponha que
ezista um conjunto denso S de Spm(R) tal que Yy = Z, para todo ideal p € S. Entdo, Y = Z
e asstm 'Y € uma componente irredutivel de X.

Demonstragao. Pela Proposicao [6.4.1] sabemos que para uma infinidade de ideais maximais
peSvaleY, =2, dmY =dimY, e dimZ = dimZ,. Dai, resulta a igualdade dimY =
dimZ. Como Y e Z sao irredutiveis com Y c Z concluimos que Y = Z. Isso encerra a
demonstragao. O

O Teorema [E] seguira imediatamente do Corolario [6.4.2]

Teorema E. Considere o mapa racional
U: Mapy (PE, Pg x Pg) xFol g, a,) (Pt x Pg) — ——— Folq (P2)
(®,G) » ®*G.

Seja Cg.d, ,ay) 0 fecho de Zariski da imagem de V. FEntao, C(gq, 4,y € uma componente
irredutivel de Folq(P3.).

Demonstragao. Pelo Teorema [D] sabemos que o enunciado analogo sobre caracteristica p >
d + 2 é verdadeiro. Sejam Z uma componente irredutivel de Fold(IF’%) contendo C(g.q; dy)

e {Ep,...,EnL} a unido da cole¢ao de polinémios a coeficientes em C que descrevem as
variedades: Z,Cg.4, 4,) € Folq(P%). Sejam R a Z-algebra obtida por adjuncdo de todos
os coeficientes que ocorrem em Ey,...,E, e T o conjunto fechado em Spm(R) dado por

T = U2V (eR), onde V(eR) denota a colecio de ideais de R que contem o ideal eR.
Entao, pelo Teorema @ sabemos que para todo ideal maximal p € Spm(R) — T temos que
Cldidy do)p = Zp- Pelo Corolério@l garantimos que Cg.q4, 4,) ¢ uma componente irredutivel
de Folq(P), o que encerra a demonstragao. O
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P ~ . ~ 3
Corolario 6.4.3. O espago de folheagoes holomorfas de codimensao um e grau d em Pg

possut pelo menos [%J componentes irredutiveis distintas com elemento genérico nao ad-

mitindo um fator de integracao polinomial.

Demonstragao. A descrigao do elemento genérico de C4q, 4,) mostra que para quaisquer
pares de inteiros distintos (dy,ds2) e (e1,e2) tais que dy +dy = e1 +e3 =d—-2 e dy # e ou
do # €1 vale Cye, ey # C(a.d, dy)- Observe que devemos remover as simetrias, isto ¢, pares de
inteiros (dy,d2) e (e1,ez) tais que e; = dg e ez = d;. De fato, considerando o automorfismo
de P} definido por [xo : @1 : yo : y1] = [yo : ¥1 : @0 : 21] vemos que Cldidydz) © Cldseren)
definem a mesma componente.

Pela [14], Proposition 3.6] sabemos que uma folheagao F admite um fator de integracao
polinomial se e somente se estd em alguma componente logaritmica. Reduzindo médulo p e
considerando o grau do p-divisor, vemos que a redugao médulo p de um elemento genérico
de C(44,,4,) Possui p-divisor com grau dependendo linearmente de p. Assim, pelo Exemplo
concluimos que um elemento genérico de C(4.q; 4,) Do € logaritmica e daf o resultado
se segue. O
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