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[8.5.2]

Prove que a solucao geral de

o _1 {43 1)
K’: X+ Jr +‘ ,J
.l <

no intervalg {(— oo, 2=} &

(1 ( P (1Y, 1}
3”1[—1— - +LO} +(G"
. "J X 7 J

Nos Problemas 27-30. os velores coluna indicados formam um conjunto fundamental de solucdces,
em (— e2,2¢), para o sistema dado. Forme uma mairiz fundamental @(r) e calcule @ (7).

27.

(4 1) " AN 4 ER T
X’=i X X|=[ e~ . X, = Ie"
\6 5) —2) - \3)
(2 3) 1) _, 1Y
X=X X = | Xa:L |
3 2 1) =l
lf b 5
(4 1 -1) . —-11 0
X’:| JX XI.:( - [ X: Z( - 'I'EL— Jef
3 =2 \ JJ \ 3) =]
3 (3 =Y ( 2cost —2sen
s » |X: Xlzi : Xzz
L_:- -3} {3cos f+sen \ cos t—3sen !

Ache a matriz fundamental ¥(z) que satisfaz W(0) = I para o sistema dado no Problema 27.

Ache a mairiz fundamental ¥(r) que satisfaz W(0) = I para o sistcma dado no Problema 28.

Ache a matriz fundamental ¥(r) que satisfaz ¥(0) = I para o sistema dado no Problema 29.

Ache a matriz fundamental F(/) que satisfaz W(n/2) = [ para o sistema dado no Problema 30.

Se X = @(/)C € a solucdo geral de X' = AX, mostre que a solucfio do problema de valor inicial

X'=AX, X(r) =X . éX=00)®'( )X .

Mosire que a solucdo do problema de valor inicial dada no Problema 35 € também dada por

X = ‘P{f_r)Xa.
Mostre que F(1) = @@ '( t ). 1Sug.: Compare os Problemas 35 e 36.]

8.6 SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS

8.6.1 Autovalores Reais Distintos

No decorrer deste capitulo, trabalharemos apenas com sistemas lineares com coeficientes reais

constantes.
No Exempio 9 da Secdo 8.3, vimos que a solucdo geral do sistema homogéneo

= x+3y

dr
ﬂ

=5x+3y
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" ™
1 "L _n 3
& X=¢| |7+ &,

)

Como ambos os vetores solugdo apresentam a forma bdsica

\e’}"-’f. 1122

%, "
k)

k, e k, constantes, somos levados a indagar se é sempre possivel achar uma solucdo da forma

)

X = | k_?: e,:"..i - Ke‘;i
: J (1)
‘i\kn
para o sistema linear homogéneo de primeira ordem
X' =AX 2)

onde A é uma matnz de constantes n X 7.

Autovalores e Autovetores

Se (1) deve ser um vetor solugéo de (2), entdo X’ =Kie” de modo que o sistema se torna

Kie = AK2e™.
Dividindo por ¢* e reordenando, obtemos
AK=/K
ou (A-ADK=0. (3)

A Equacio (3) é equivalente as equacoes algébricas simultineas (8) da Segdo 8.4. Para achar uma
solucio X ndo-trivial de (2), devemos achar um vetor ndo-trivial K que satisfaca (3). Mas para que
(3) tenha solucdes ndo-triviais, devemos ter

dei(A—AL)=0.

Reconhecemos nessa tltima equacdo a equagdo caracteristica da matriz A. Em outras palavras,
X = Ke* seré uma solucio do sistema de equacoes diferenciais (2) se e somente s A for um autovalor
de A e K um autovetor correspondente a 4.

Quando a matriz n X n A possui n autovalores reais distintos 4, 4,, ... , /. entdo sempre se
pode achar um conjunto de 1 aufovetores linearmente independentes Kl, Kz‘ _— Kﬂ €

X, = K&, X, =K,e™, .., X, =K,

¢ um conjunto fundamental de solugdes de (2) em (— oo, o).



Volume 2 Cap. 8  Sistemas de equacdes diferenciais lineares 67

TEOREMA 8.9 Solucac Geral — Sistemas Homogéneos

Sejam A, A.. ... . A_n autovalores reais distintos da matriz de coeficientes A do sistema (2), e
- sejam K K, ... K osautovetores correspondentes. Entdo a solu¢fio geral de (2) no intervalo
(— oo, o) & dada por

At Pt At
X=EEKEE § +62K2€/"1 £ mpe +CI,_,K”E "

" EXEMPLO 1

Resolva ﬁ =2x+3y
dt
dy _, 4
—=1x+ y
dt

Solucao Inicialmente achamos os autovalores € os autovetores da matriz de coeficientes.

A equacdo caracteristica €
12-4 3 5
det(A—AL) = ]: Ao —=3A—-4=0.
2 1-4|
Como A* — 34 -4 = (L + 1)(A—4), notamos que os autovalores sio A, =—le A, =4.
Parad =-1.(3)¢ equivalente a

3ky+3k; =0
2;{'] + zkz =1).
Assim, k, = — k.. Quando k, = -1, o autovetor correspondente &
C 10
K= L
-1 )[
Para 4, = 4, temos -2k +3k, =0
2k —3k, =0

de forma que k, = 3k/2 e, assim, com k, = 2, o autovetor correspondente é

Como a matriz A de coeficientes € uma matriz 2 X 2, e como achamos duas solugdes linearmente

independentes de (4),
LA 2V
Xl:(_lJe : e Xz:[ng 5
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concluimos que a solucdo geral do sistema €
- ]- \| —i (3 E F
XZCIXI"}'CEREZC] ]JE '+{.’2l2 e .

(5

Para fins de revisdo, o leitor deve ter em mente que uma solucdo de um sistema de equacdes
diferenciais de primeira ordem, quando escrita em termos de matrizes, nada mais € do que uma
alternativa para o método que empregamos na Secao 8.1, a saber, listar as fungdes individuais e as

relaches entre as constantes. Somando os vetores dados em (3). obtemos

fI(I)) [ e +3ee™ 1
W()) \—ce? +2c¢™ )

0 que, por seu turno, dd as relacdes mais familiares

x(f)= cpe”’ +3cye™

- —t 4
Y(i)=—cje  +2c,e =

EXEMPLO 2

RBSD‘VE §=_41;+ ¥4+ oz
dt
dv
== KAIY— T
dt
dz
—= y—3z
dt

Solugao Tomando os co-fatores da terceira linha, obtemos

—-4-% 1 i
det(A-2I)=| 1 5-h -1 |=—(A+3)A+4A+5=0
0 1 =-3-
e assim os autovaloressdo A, =—3. 4, =-4e A =5.
Para A =3, a eliminaco de Gauss-Jordan dd
4 1 i 0‘] apergies (1 0 —1 0}
com linhas
(A+3I|0)=| 1 8 -1 ol L e N 01 ofol
01 ofo) 7 loo o {}J
Portanto, k, = k., k, = 0. A escolha k. = | dd o autoveior
b ) & 3 fl
K]= O -

1

(6)

D
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Analogamente, para A, =—4,

01 1]0 ez (10 -10|0)
(A+41|0)=|1 9—1]0 T o1 10|
0 1 1|0/ 00 0 Dj
implica k; = ]Ok_r f(: = —k_.ﬁ. Escolhendo Fc3 = I, obtemos o segundo autovetor
rlow
K,=-11
2= ®)
1)
Finalmente. quando A, = 3, as matrizes aumentadas
(e 1 1o ( 10 -1[0
(A-5I|0)=; 1 0-1|0 10 1-8/0
i |
.0 1-8|0 00 00
IR
ddo K;=8| (9)
1 |
Multiplicando os vetores (7), (8) e (9) por e, ¢ * e %, respectivamente, temos trés solucdes de
(6):
I 10 (1)
X, =0, Xy={-1]e*, X;=|8|e"
1 1 ey
A soluciio geral do sistema € entdo
1) 10 (1
X=c|0 e 45| =1 |40y 8 |
1 1 1 -
=y X = ) L

8.6.2 Autovalores Complexos
Se A=a+if e L=a-if, ¥=-1,

$do autovalores complexos da matriz A de coeficientes, podemos sem divida esperar que seus
autovetores correspondentes também tenham elementos complexos.®

*Quando a1 equagdo caracteristica tem coeficlentes reals, os autovalores complexos sempre aparccem em pares conjugados.
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Por exemplo, a equacio caracterisiica do sistema

E1E:lﬁfx—‘.
dt
, 10
ﬂ:51+41 (10)
dt
l6—4 -1 1
¢ det (A-AI)= 5 4rll=:’:—1[}l+29=07

Pcla férmula guadrética, obtemos
A o=3+12i A,=5-2
Para )‘1 = 5 + 2i, devemos resolver
(1-2i)k, — k,=0
5k - (1 +20k,=0.
Como kz =(1- Zf)ki,‘* decorre, apds escolhermos kl = 1, que um autovetor €

sl 1T

(1-2i)

Analogamente, para A, = 5 — 2i, achamos o outro autovetor

1)
KE:(HEEJ'

Conseqgiientemente, duas solucdes de (10) s@o

X].:r’ 1 )E(S+2i)i 5 X3: 1 E(S—zi)r_
l1-2i 2 ;

" 1+2i

Pelo principio de superposicdo, outra solucdo €

i @it i o
ch( (B e =N,
: 1—21')6 2y (1)

N

Note que os elementos em K, correspondentes a A, sdo os conjugados dos elementos em K,
correspondentes a A . O conjugado de A, €, naturalmente, A,. Escrevemos Ay =4; e Ky =K;.
Acabamos de ilustrar o seguinte resultado geral.

*Note que 2 segunda equagao ¢ simplesmente (1 + 2§) vezes a pnmeira.
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TEOREMA 8.10 Solucées Correspondentes a Autovalores Complexos

- 3eja A a matriz de coeficientes. com elementos reais, do sistema homogéneo (2), e seja K um
. autovetor correspondente ac autovalor complexo A, = a+ 1B, com o e freais. Entio

Ayt = A
:Kif ! e XE ZKlﬂ' !

~ sdo solucdes de (2).

E conveniente, ¢ relativamente fécil, escrever uma solugio como (11) em termos de fungdes

reais. Como (523 (5o
. i ;
= Clgi‘ tdde + Clt':’" <th

y=ci(1-20e" T2 4 o1+ 20)eP 2",
decorre da formula de Euler que
t=e [¢ Ee% cle_z"‘rj
= e”[(q +¢3) €082l + ()i + cqf) sen 21 ]
¥ = 7 (1= 20) + ¢ (1 + 20)) cos 2 + (i1 — 20) — i1+ 2)) sen 2¢]
s 95'{[(_61 + 02 )—2(c)f —cof)]cos 2r + e [2(c) + 1) + (cri —cai)]sen2t.
Substituindo ¢) + ¢, por C; e ¢ji—csi por C,, entdo
x=e" [C} cos2t + C5 sen 2¢]
Y et [Cy —2C, ]cos2t + e [2C; + C; ]sen 2z
ou, em termos de vetores,

I l/ '
X=(IJ=C1] cosZﬁz‘ ]35"+C2\ sen 2f JE‘ . -

\ \ COS 2f + sen 21 —2cos2f +sen2t

h

Aqui, naturalmente, pode-se verificar que cada vetor em (12) € uma solucio de (10). Além disso, as
solugBes sdo linearmente independentes no intervalo (— o, co). Podemos ainda supor que €&,
sejam completamente arbitrarios e reais, Assim, (12) & a solucio geral de (10).

Podemos generalizar o processo precedente. Seja K, um autovetor da matriz A correspondente
a0 autovalor complexo A, = o + iff. Entdo, X, e X no Teorema 8.10 podem ser escritos como

K™ = Ke%P = K e (cos Bt +isen B
K™ =K% = K™ (cos Bt —isen fr).
As equagdes precedentes ddo

1 IR — ' =
E{Klew +K;eM') = E(Kl + K )e¥ cos Bt —%{—Kl + K))e™ sen fr

/ f s W 4 — 1 o
%(—K]eﬂ“ + KM= %(Ki +K))e™ cos fir g (K; +K|)e™ sen 1.
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- - I - i T - = -
Para qualquer nimero complexo z = a + ib, notamos que 5 (z+3)=a ¢ 5 (—2+2)=> sdo nimeros
reais. Portanto, os elementos dos vetores coluna %(Kl +Ki) e £(-K; +K}) 580 niimeros reais.
Definindo

1 _ '. —
B =K, +Ki] e Bg=’5E—Kl+KlJ, (13)

somos levados ao teorema seguinte:

TEOREMA 8.11 Solucoes Reais Correspondentes a um Autovalor Complexo
Seja A, = o+ if um autovalor complexo da matriz A de coeficientes no sistema homogéneo -
(2), e denotemos por B, e B_ os vetores coluna definidos em (13). Entao

X, =(B, cos fr—B; sen fr)e” -
' - (14)

X, = (B, cos fr+B; sen fr)e”
sAo solucdes linearmente independentes de (2) no intervalo {— =, ==).
As matrizes B e B, em (13) costumam denotar-se por
B, =Re(K;) e B, =Im(K)) (15)

porque esses veiores sdo, respectivamente, as partes real e imagindria do autovetor K. Por exemplo,
(12) decorre de (14) com

EXEMPLO 3

v

2 8
Resolver X'= 2 w
1 /

2

Solucde Inicialmente, obtemos os autovalores a pariir de

2—-4 8
|:)§+4=0.

R

det(A—)lI):’

Assim, os autovalores siio 4y =2i ¢ 4, = A1 =—2i. Para A, vemos que o sistema
(2—-20)k + 8k, =0
—k+(—2-20k =0
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da kI =—(2+ 2i)k: . Escolhendo &k, = —1. obtemos

_K _(2+20)_( 2) 2‘1
RGN

L
De (13), formamos

: ?_\. 2
1) 0,

Como ¢ = 0, decorre de (14) que a solucdo geral do sistema &

[( 2 2y 1 ]2 2 1
X = ¢ cos2t—| isen2f|+cs cos2t+ sen 2t
-1 oj | |\o -1

L Ll | A
{2 cos2i—2sen2t ) 26052I+25€H2IJ
=L 3

5+C2
—cos2t ) —sen?2s

"EXEMPLO 4

Resolver X'=

Solucao As solucdes da equacio caracteristica

=i 51 .
‘:};-2,'”2:0

det(A—AD) = o

1
2
sdo Aj=l+i e Jha=A4=1-Li

Agora, um autovetor associado a 4, €

Assim, (14) nos di

2 0 ; 0 2. 1,
X=¢ cost—| |sent|e +o; cost+| isentle
0 1 BEe! o) |
2cost) , 2sent) .
=& g+ £ .
—sent cost
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Método Alternativo

Quando A € uma matriz 2 X 2 com um auiovalor complexo A = & + 13, a solucdo geral do sistema
também pode ser obtida a partir da hipdtese

X:[;j senﬁh{ je cos fr

levando-se entdo x(7) e v(f) em uma das equagdes do sistemna original. Esse processo € basicamente
o da Secdo &.1.

8.6.3 Aufovalores Repetidos

At€ aqui ndo consideramos o caso em que alguns dos n autovalores 4, A,, ..., A de uma matriz
n X n sejam repetidos. Por exemplo, vé-se imediatamente que a equacao caracteristica da matriz de
coeficientes em
3 -18
'
X'= [ X (16)
\2 -9

€ (A +3)"=0e, assim, que 4, = A, =3 € uma raiz de multiplicidade dois. Para esse valor, obtemos

0 linico autovetor )
3
K, -
Ll

3\ —3r
Xi [Ule : 17
Mas como estamos obviamente interessados em formar a solu¢io geral do sistema, devemos prosseguir
na busca de uma segunda solucio.

De modo geral, se m € um inteiro positivo e (4 — A4 )" € um fator da equagio caracteristica,
enquanto que (A —A)"7 " nfio o &, entio dizemos que 1 ¢ um autovalor de mulfiplicidade m.
Distinguimos duas pﬂSSlblhdddES

e assim uma solucio de (16) é

(i) Para algumas matrizes n X n, € possivel eventualmente achar m autovetores

linearmente independentes K , K, ..., K correspondentes a um autovalor A, de
multiplicidade i < n. Nesse casn a soiugau geral do sistema contém a combmacao
linear

At Art
C1K1€ : +L‘2K2€ L N s K E’ﬂlr

(i) Se hd apenas um autovetor correspondendo ao autovalor A, de multiplicjdade m,
entdo sempre podemos achar m solucdes linearmente independentes da forma
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X‘I = K'l ]E}‘LE]‘
X: = Kz]f&’.hﬁ + K:IE’;&E:

-

Tm—-l B 2 . )

- At = Al At

Is'm‘ = Kml € ':"I&mﬂ AR S +Kmm€ o
(m—1)! T (m=2)!

onde K sao vetores coluna.

Autovalores de Multiplicidade Dois

Consideraremos inicialmente antovalores de multiplicidade dois. No primeiro exemplo, llustramos
uma matriz para a qual podemos achar dois autovetores distintos correspondentes a um autovalor
duplo.

_EXEMPLO 5

(. =2 2
Resolver X=|=-2 1 -2 X
2 =2 1

Solucao Desenvolvendo o determinante na equacio caracteristica

ik =8 3
‘det{A—AD=| -2 1-4 -2 |=0
2 -2 1-2]

vem —(A+ 1)(A—-5)=0. Vemosque A, = A, =—1e A =5.

Para A, =— 1, a elimina¢&o de Gauss-Jordan dd imediatamente
r 2 —2 2 % 0) LpeTHgdes (I —I ] GW
| | com linkas
(A+Il®H=-2 2 =20 s 0 0 0|0
[ I | i : |
L2 -2 2|0J S oooJ

De k, —k, + k, = 0, podemos expressar, digamos, k, em termos de k, ¢ k,. Escolhendo k, =1 ek, =
Oem k1 =k, - k%, obtemos ?ﬁ = 1 e, assim, um autovetor é

1
K[=]
0
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Mas a escolha k, = 1, k, = 1 implica &, = 0. Logo. um segundo autovetor é

0

g

Como nenhum dos autovetores € miiltiplo constante do outro, obtivemos duas solugdes linearmente
independentes correspondentes ao mesmo autovalor:

1) 0)
X, =|1le" e Xp=[1]e".
0

1)

Finalmente, para A, = 5, a reducdo

-4 -2 2|0 g (1L o-ale
(A-51|0)=|-2 -4 -2]0 _ . |01 1]0
2 -2 —4{0 . 00 0|0
implicak, =k, ek, =— ks Escolhendo k; = 1, vem k,=1k= —1 e, assim,
I
K;=1-1|.
1
€ um terceiro autovetor.
Concluimos que a solu¢@io geral do sistema €
1 0) 1
X=c|1|e +cy| 1| +c5-1 [
Segunda Solucao

Suponhamos agora que 4, seja um autovalor de multiplicidade dois e que haja apenas um autovetor
associado a esse valor. Pode-se achar uma solugao da forma

X, =K1 + P, (18)

kp J P
Para confirmar, levamos (18) no sistema X’ = AX e simplificamos

(AK — 2, K)e™ +(AP- 4,P - K)e™ = 0.
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Como essa dltima equacio deve ser vilida para todos os valores de ¢, devemos ter
(A-LDK=0 (19)

e (A-ADP=K. (20)

A Equacio (19) simplesmente afirma que K deve ser um autovetor de A associado a 4,. Resolvendo
(19), encontramos uma solugdo X, = Ke”". Para achar a segunda solucdo X, basta resolvermﬂs 0
sistema adicional (20) em relacdo ao vetor P.

" EXEMPLO 6

Ache a solugio geral do sistema dado em (16).

Solucdo Por (17), sabemos que ‘11 =— 3, e que uma solugdo &

31
Xl =( Ie_l.
khljf

. 3 (o1
Identificando K= {J e P :l i 1, vemos, por (20). que devemos resolver
\ P2 )

(6 —18)(p; ) 1’3
(A+3DP=K ou Lj l 1

!
! =

',l I
Efetuando a multiplicacfo nessa iiltima expressio, vem

op, — 18p,=3

Zp - Op, =

Como esse sistema € obviamente equivalente a uma Unica equagiio, temos um ndmero infinito de
escolhas para p, ¢ p,. Escolhendo, por exemplo, p, = 1,0btemos p, = 1/6. Entretanto, por questio de

x
simplicidade, escolheremos p, = 1/2. de forma que p, =0. Logo, P= (EJ . Assim, de (18), obtemos

0
3 1
{ J.Ee - [2}9 i
1 0
A solucdo geral de (16) € entdo

3 = (3 L
X=¢|_ |le "+ e + 3
X Bt n

Autovalores de Multiplicidade Trés

Quando uma matriz A tem apenas um autovetor associado a um autovalor A, de multiplicidade trés,
podemos achar uma segunda soluc@o da forma (18) ¢ uma terceira solucdo da forma

)
P

Xy = K%e}'if +Pre™! 4+ Qe (21)
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ky n (fﬂ 1
k ’) )
-' L P= P__ c Q = q:_ =

f o

onde K= .
k, P ,JI 4
Levando (21) no sistema X’ = AX, vemos gue os vetores colunas K. P e Q devem satisfazer
(A-A4DK=0 (22)
(A-2,DP=K (23)
(A-4DQ=P. (24)

e
E claro que as solucdes de (22) e (23) podem ser utilizadas na formulagio das solucdes X e X.,.

EXEMPLO 7
216

Resolver X'={0 2 51X.
00 2

Solucio A equacio caracteristica (A —2)°= 0 mostra que A =2 € um autovalor de multiplicidade

1

(A-2DK =0 ¢é K= OJ._

trés. Em seqiiéncia, vemos que uma solucdo de

0

uma solucio de
01

(A-2DP=K éP=|1
0
e, finalmente, que uma solucio de

0
(A-2DQ=P ¢ Q= —ﬁj
L

Por (18) e (21)., vemos gue a solucao geral do sistema €

1 1 (0 LY 5 (
X=c;|0 e +c||0 ™ +|1]e¥ |+c5]|0 E_——ez’+
0) 0 0) 0
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8.6 EXERCICIOS

As respostas dos exercicios selecionados estio nas paginas 393 a 394,

[8.6.1] Nos Problemas 1-12. ache a soluciio geral do sistema dado.

o B s 2. @&

—=x+23 ——=2)
di dt
£:4r+3}‘ 'Efl:b\
d1 dr
3 ﬁ:—Jﬁ+2j\ 4 Eziuﬂ;}\
dr dt 2
ﬂ:—3_':+E‘.x ﬁ_lx+21
dt 2 dr 2
10 -5) (—6 2)
5 X | 6 X=| JX
g —124 \—3 1
7 d—:xiﬂ—-r 8 ﬁz_‘h_ 7
dt di
Lo = 2y L =5x+10y+4z
dr dt
E: Y=z E= Sy+ 2z
di | dt _
~1 1 0) 10 1)
9. X'=| 1 2 11X 10. X'=|0 1 00X
( 0 3 -1y 10 1)
4 b
-1 -1 0 (—1 4 2
1L X=| = =2 3|X 12. X’=| 4 -1-2 |X
1 1 1 :
§ 173 W ey
Nos Problemas 13 e 14, resolva o sistema dado, sujeito as condicdes Iniclals indicadas.
_ \ 1 1 4) 1
5 0 3) ;
13, X'=| - : X, XO0)=|" | 14, X'=|0 2 0|X. X(0O)=|3
e 3 111 L0

[8.6.2] Nos Problemas 15-26, ache a solucio geral do sistema dado.

d:

O 16 2 iy
dt dt
dy :
..._’1.:5_{;2'.' d}=—23.'—}"

dr o dt



