LISTA 3 Definigao de fungao continua
A Céleulo 1 -2023.2 Teorema do Valor Intermediario (TVI)

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

/-' Exercicio 1 }

Em cada um dos exercicios abaixo verifique se a funcao f é continua no ponto a indicado:
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/—' Exercicio 2 }

Determine os valores das constantes a e b para que as fungoes abaixo sejam continuas em R
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/—' Exercicio 3 }

Para cada fungao g definida nos itens abaixo, diga se existe uma funcao f : R — R, continua em R tal que
f(z) = g(z) para todo x no dominio de g. Caso seja possivel, dé a expressao da funcao f
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/-' Exercicio 4 }

Sejam f, g e h fungbes com dominio R, representadas pelos graficos abaixo.
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Verifique se as fungoes (f - g) e (ho g) sdo continuas em x = 0.
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Exercicio 5

Seja f : R — R, tal que ° cos®(z) < f(z) < xsen(x), Vo € (—g, g) Verifique se f é continua em x = 0.

Exercicio 6

Considere a fungao f definida por f(z) = 2% — 422 +5. Mostre que f(x) = 10 tem pelo menos uma solugao no
intervalo (4, 5).

Exercicio 7

Seja f uma fungdo continua, de dominio [0, 5] e contradominio [3,4]. Seja g a fungao de dominio [0, 5], definida
por g(z) = f(x) — x. Prove que a fungao g tem, pelo menos, um zero.

Exercicio 8

Para cada fungao abaixo determine um intervalo de amplitude 1, no qual esté localizado pelo menos um zero
dessa fungao.
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Exercicio 9

Mostre que os gréaficos de y = 1 e y = 22 tan(z) tém intersegdo em pelo menos um ponto do intervalo (—%, %)
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/-| Exercicio 10 } ~

Use o Teorema do Valor Intermedidrio para mostrar que existe uma solugao da equacao dada no intervalo
especificado.
1. 22=Vz+1, (1,2) 2. Inz=e"7, (1,2)
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Para verificar a continuidade de f no ponto a indicado devemos verificar se lim f(x) = f(a).
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1. Precisamos descobrir a e b para que

lim f(z)=f(~1) e lim f(z)=f(0).
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z——1- z——1- Tz +1 z——1- z+1 T——1—

precisamos ter —2 = f(-1)=a-(-1)+b=b—a.

Por outro lado, como

lim f(z) = sen(3x) ~ lim 3. sen(3z) _3
z—0t .7:~>0+ a5 z—0t 3z
precisamos ter 3 = f(0) = a -0+ b, logo b = 3. Como ja sabemos que b —a = —2, temos 3 —a = —2, logo

a=>5.

2. Queremos

lim_f(z) =f(=2) e lim f(z) = f(0).
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precisamos ter —1 = f(—2) =a - (—-2)?> + b= 4a + b.

Por outro lado, como
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et f(@) x—>0+ T+ 2 l m—> - T12 ’

precisamos ter 1 = f(0) = a- 02+ b=b. Logo, b = 1.

Como ja tinhamos 4a + b = —1, temos 4a + 1 = —1, logo 4a = —2 e entao a = —%.

3. Queremos

lim f(z) = f(2) e lim f(z) = f(4).
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) . sen (b(x -2)) ——— (b(z —2)) ) sen (b(z — 2))
S )= e e l L T o R S i ey R
precisamos ter —b = f(2) = 2a, logo b = —2a
Por outro lado, como
-9z +20 (x —5)(x —4) )

I T T i 2T i g 5= -1

:v—l)rfll+ f( ) :vigll+ —4 z~>4+ r—4 :vigll+ T=5
precisamos ter —1 = f(4) = 4a. Logo, a = —}1.
Como j tinhamos b = —2a, temos b= —2- (—1), logo b = 3.




1. Observe que g é continua em R — {1}. Temos ainda que
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Assim, lim1 g(x) = 3. Definindo
T—r
sen(3z — 3) o<l
B = ll
flx) =<3, sex=1,
2 +x—2
—, sezx>1
z—1
temos f continua em R. A continuidade em = = 1 vem de
tim f(x) = lim g(z) =3 = (1.
2. Observe que g é continua em R — {3}. Temos ainda que
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portanto, ndo podemos definir um valor para f(3) de forma a termos lirré f(z) = f(3), pois lirn3 f(z) =
r—> Tr—r
liné g(x), que nao existe.
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Pelos graficos podemos verificar que lim f(z) =2, lim f(z) =1, lim g(z) =1e lim g(x) = 2. Entao
z—0+ z—0~ z—07+ z—0~

Jim (o)) = (i, @) (i o)) =2 ¢ tim (o)) = (lim f@) ( Jim o)) =2
Além disso, (fg)(0) =2-1=2. Logo, fg é continua em x = 0.

Para verificar se h o g é continua em 0, precisamos observar que quando z tende para 0~ entdo g(z) tende para
2~ (pela esquerda) e quando z tende para 0T entdo g(x) tende para 1~ (pela esquerda). Logo

Jlim (hog)(z) I Jm hly) =1 e  lim (hog)(z) I Jm_ h(y) =1.

[$—>0_:>y=g(m)—>2_} [m—>0+:>y:g(a:)—>1_j

Além disso (h o g)(0) = h(1) = 1. Portanto h o g é continua em 0.

-

Temos que lim, ,o2z%cos(z) = 0 e lim, ,oxzsen(zr) = 0, logo, pelo Teorema do Confronto, obtemos
lim, o f(x) = 0. Além disso f(0) = 0, pois se substituirmos = por 0 nas desigualdades x2 cos?(z) < f(z) <



xsen(z), obtemos 0 < f(x) < 0. Portanto f é continua em z = 0.

Temos que f é continua em R Como f(4) =5 e f(5) = 30, entdo pelo TVI, existe z € (4,5) tal que f(z) = 10.

A fungéo g(z) = f(z)—x é continua em [0, 5]. Como g(0) = f(0)—0= f(0) € [3,4] e g(5) = f(5)—5 € [-2,—1],
entao g(0) > 0 e g(5) < 0. Assim, pelo TVI, existe x € [0, 5] tal que g(x) = 0.

— )

1. A fungéo f é continua, pois é um polindomio. Como f(0) = -1 < 0e f(1) =1 > 0, pelo TVI, existe pelo
menos um zero de f no intervalo (0,1).

2. A funcao f é continua, por ser a soma de uma constante com uma fun¢ao trigonométrica. Como f(1) =
1>0e f(2) = -1 <0, pelo TVI, existe pelo menos um zero de f no intervalo (1, 2).

\\§
Considere a fungdo f(z) = 2” tan(z). Temos que a funcdo f é continua em (—%, %),

lim f(x)=-c0 e lim f(x) = +oc.

=~(-%)" ==(%)

Logo pelo TVI, a fungao f admite um zero no intervalo (—%, %), ou seja, exsite x1 € (—g, %) tal que f(z1) = 1.

. ~ P . . ~ 2 _ ~ .
(Obs: Note que a conclusao é equivalente a dizer que a equagdo x* tan(x) = 1 tem solugdo no intervalo (—%, %))

-
1. Defina f(z) = 22 —+/z + 1. Temos que f é continua em [1,2] (o @nico problema & continuidade seria a raiz

néo estar definida, mas x+1 > 0 para todo = € [1,2]). Temos ainda f(1) = 1—v/2 < 0, f(2) =4—+/3 > 0.
Assim, f(1) < 0 < f(2), logo, pelo TVI, existe z € (1,2) tal que f(z) = 22—z + 1 = 0, logo 2% = v/x + 1.

2. Defina f(z) = sen(z) — 2 + 1. Temos que f é continua em (3,7), f(3) =1-2+1=2-2>0e
f(m)=0—-7+1<0. Assim, f(m) < 0 < f (%), logo, pelo TVI, existe z € (3, 7) tal que f(z) =
sen(z) —xz+1 =0, logo sen(x) =z — 1.

3. Defina f(z) = Inz — e~ *. Temos que f é continua em [1,2] (o tnico problema a continuidade seria In
nio estar definida, mas x > 1 > 0). Temos ainda f(1) = —e~! < 0, f(2) = In2 —e? > 0. Assim,
f(1) <0< f(2), logo, pelo TVI, existe x € (1,2) tal que f(z) =lnz —e™* =0, logo Inz = e~ *.




