LISTA 4 . Introdugao a~ derivada
. Derivadas de fungoes elementares
A Céleulo 1 - 2023.2 ) e
Regras de derivagao

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

Exercicio 1

Use a definicao de derivada para para resolver os problemas a seguir.
1. Dada a funcdo f(x) = 323 + 2z, verifique que f/(1) = 11.

2. Dada a funcao f(z) = sen(x), verifique que f'(0) = 1.

Exercicio 2

f(=2+h)+4

Dada f:R — R, em que f(—2) = —4 ¢ f’(—2) = e. Calcule lim
h—0 h

/-' Exercicio 3 } ~N

Em cada um dos itens seguintes séo indicados os valores de zg, f(zo), f'(z0), para alguma funcao f : R — R.
Obtenha a equagao da reta tangente ao grafico de f em (xq, f(x0)).
L zo =1, f(zo) =3 e f'(z0) = —1, 3. m =0, f(zo) =5 e f'(x0) = V2.

L 2. zo=m, f(xg) =0e f'(zg) =2, y

/-' Exercicio 4 } ~N

A Figura a seguir contém o grafico de duas fungoes, onde um grafico é translagao vertical do outro . Qual a
diferenca no valor de suas derivadas em cada ponto? (Observagdo: tente pensar apenas usando a informagao
de que a derivada mede a inclinagao da reta tangente ao grafico).

- J

/-' Exercicio 5 } ~

Se uma pedra for langada para cima no planeta Marte com velocidade de 10 m/s, sua altura (em metros) apos
t segundos ¢ dada por H(t) = 10t — 1, 86t2.

1. Encontre a velocidade da pedra apds 1 segundo.
2. Encontre a velocidade da pedra quando t = a.

3. Quando a pedra atinge a superficie?

4. Com que velocidade a pedra atinge a superficie?




/-' Exercicio 6 } ~

Cada uma das figuras a seguir é o esbogo do gréfico de uma funcao. Identifique o sinal da derivada em cada
ponto. (Observagao: tente pensar geometricamente aqui).

g : : : y

/—' Exercicio 7 } ~

Na figura a seguir, verifique que f’'(x;) =0, i = 1,2, 3,4. Identifique os intervalos em que a derivada é positiva.
Identifique os intervalos em que a derivada é negativa. Pense geometricamente.

\\§ J

/-' Exercicio 8 } ™

Considere as fungbes f e g com dominio e contradominio em R. Ambas sdo diferencidveis em todo o dominio.
Os gréficos de f e g se intersectam perpendicularmente no ponto (—1,3). A reta tangente ao grafico de f nesse
ponto tem equagao:

1
y=3+§(x+1).

Quanto vale ¢’(—1)?
(S J

/—' Exercicio 9 } ~

Verifique se a fungdo f(z) é continua em = = 1 e se é derivavel em z = 1.

3__957 sex <1, —r, sezx <1,

1 fa) = ﬁ o 2. f(x) = €
VE' - Ve

se x > 1.




/-' Exercicio 10 } ~

Seja f a funcao:

1. f é derivavel em z = 07 f é continua em x = 07

2. O que acontece se f(0) =07 f é derivavel em z = 0?7 f é continua em z = 07
- J

/—' Exercicio 11 } ~

Seja f a funcao

1. f é derivavel em z = 07 f é continua em x = 07

2. E se tivermos f(0) = 07 f & derivavel em = 0?7 f ¢é continua em z = 07
- J

Exercicio 12

Derive as seguintes fungoes, usando apenas as propriedades bésicas de derivagao.

1. f(z) = z%senz cosz _ =z -1 3. f(x) = y/xcosz + z'/°
2 f(o)= ==L
> +x+1

Exercicio 13

Aplicando as propriedades da derivagao, mostrar que

—

1. (secz) = secxtanx 2. (cscz) = —cscxcotx 3. (cotz) = —cscx

/—' Exercicio 14 } ~

Analise as afirmagoes a seguir. Identifique se sdo verdadeiras ou falsas.

a) Se f(z) =x? —x, x € R, f é diferenciavel em R e f/(z) = 2z — 1.
b) O coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de f em um ponto (z, f(x)) é f'(x)

¢) A equagao de qualquer reta nao vertical pode ser escrita como y = ax + b, sendo a o coeficiente angular e
b uma constante qualquer.

d) Das afirmagdes anteriores, concluimos que a equagao da reta tangente ao grafico de f em um ponto (z, f(x))
pode ser escrita como y = f'(z)z + b.

2

e) Da afirmagao anterior, concluimos que a reta tangente ao grafico de f(z) =  — x em um ponto (z, f(x)),

pode ser escrita como y = (22 — 1)z + b para algum b constante em R.

Exercicio 15

Sejam f e g duas fungoes reais, diferenciaveis em R. Seus graficos se intersectam perpendicularmente em (1, 3).
Se f(x) =4z — 1, qual a equagdo da reta tangente ao grafico de g em (1, 3)?




Exercicio 16

Considere:
fla) = —z3 4+ x? se <1
T 222 —5x4+1 se x>1

Calcule a derivada a esquerda e a direita em = = 1. Decida se a derivada existe em x = 1.

/-| Exercicio 17 }

Determine constantes a e b para que a fungao

f(x):{x3, sexr <1

ar?+b sex>1

seja derivavel.
-

/-| Exercicio 18 }

Determine a equagdo da reta tangente ao grafico da funcao

cos(z)

fl@) = —

T

no ponto (%,0) .

-

O exercicio abaixo é para poderem praticar um pouco mais as regras de derivagao.

/-' Exercicio 19 }

Derive cada funcao dos exercicios a seguir

1. f(z) =2 (2% + 2z + 1) tan(z) 3. f(z) = 2z cos(z) tan(zx)
L 2. f(x) = \/x sen(z) + /3 4. f(x) = %

.

1. Precisamos estudar o limite:
. 33 +2x—5
lim ——.
z—1 x—1

Como 323 + 2z — 5 = (32 + 3z + 5)(z — 1), temos

lim (3z2 43z +5)(z - 1)

= lim 322> + 3z + 5 = 11.
r—1 xTr — ]_ rx—1

E, portanto, f/(1) = 11.




2. Procedendo como no exercicio anterior,

L S@) = £(0) | sen(z)
z—0 ap z—0 xX J

en x
=1

.8
Lembrando que lim
z—0 X

E, portanto, f/(0) = 1.
NG J

AT \

Utilizando a definicao de derivada, temos que

f'(zo) = lim f(z) = f(zo) _ I f(h+x0) — f(xo)'

T—To T — o J h—0 h

Tomando h = x — zg entao
h — 0 quando = — z
erxr=x9+h

Agora vamos substituir na féormula acima os elementos dados no problemas: g = —2, f(zo) = —4, f'(zo) =€

. J
Usando sempre a equagio da reta tangente y = f(xg) + f'(x0)(x — z¢), temos
l.y=3—-(x—-1) 2. y=2(x—m) 3. y =542
Nao ha diferenga. As fungoes sao uma translagao vertical uma da outra. A derivada mede o coeficiente angular
da reta tangente ao grafico. No caso, em cada ponto z, a reta tangente tem o mesmo coeficiente angular.

A N

1. A velocidade é dada pela derivada da posi¢ao v(t) = H'(t) = 10 — 3, 72¢.
Logo, v(1) =10 — 3,72 = 6,28 m/s.

2. v(a) =10 — 3, 72a.

3. A pedra atinge a superficie quando H(t) = 0 < 10t — 1,86t> < t =0 ou t = % ~ 5, 4s.

4. A pedra atinge a superficie com velocidade de v (%) =10-3,72- 11—6?6 =10-20 = —10m/s.




As figuras A e B tém derivada positiva. Porém, nas figuras C e D, a derivada é negativa.

Observando a diregio da tangente, concluimos que a derivada é negativa em (x1,29) U (z3,74). E positiva em
(0,21) U (z2, z3) U (24, 00).

Pela equagao da reta tangente ao grafico de g, sabemos que o coeficiente angular dessa reta é 1/2. A reta
tangente ao gréafico de g, nesse ponto, tem que ser perpendicular a essa reta (por hipotese) e, portanto, tem

Para ver que a derivada vale 0 em z;, basta verificar que nesses pontos a tangente é paralela ao eixo =x. \]
coeficiente angular —2. Logo, ¢'(—1) = —2. }

A \

1. Para saber se f’(1) existe, calculamos os limites laterais

g T Bl Bow-2 L 12 (1) 1
a—1-  x—1 z—1- x—1 e—1- 2(x —1) em1- 2(x —1)  a—1- 2’
1
lim M: lim \/_5_1: lim i: lim I :_1
a1t x—1 am1t x—1 asit Vax(z—1) as1t \ Vz(Vz+1) 2
Assim o limite existe e @) — F) )
’ o &) = _ _ =
F= il_)ml z—1 2

Isto é, f é derivavel em = = 1, e como sabemos que se a fun¢ao tem derivada em um ponto, ela é continua
nesse ponto, logo, f é continua em = = 1.

2. Vejamos se f é continua em = = 1, para isso devemos calcular os limites laterais

lim f(z)= lim (—z)=-1 e lim f(z)= lim - 1.

T—1— T—1- z—1+t =11t /T

Logo, concluimos que f néo é continua em x = 1, e como sabemos que se a fun¢do tem derivada em um

ponto, ela é continua nesse ponto, f também nao sera derivavel em x = 1.
\ J

R o ) \

1. Pelo Teorema do Anulamento, temos que

lim f(x) Z;ii%x sen (%) =0#1= f(0),

z—0

entao f nao é continua em z = 0, e como sabemos que se a fungao tem derivada em um ponto, ela é
continua nesse ponto, temos que f nao é derivavel em = = 0.

2. Como agora

f(2) = wsen(%), x #0,
0, xz=0.




Temos que

1
h sen <—> -0
fl(()) = }{%w = %11)1%) M = }1115}1'6 + = }ILL)II%) sen (%) . (Nﬁo existe)

Assim f nao é derivavel em x = 0.

%
- J

A N

1. Pelo Teorema do Anulamento temos que

1
Mas, sabemos que lim f(z) = lim z sen (—) = 0= f(0), isto &, f é continua em = = 0.
z—0 z—0

lim f(z) = ii_}moﬁsen (i) =0#1= f(0),

x—0

entdo f nao é continua em x = (0. Como sabemos que, se a fun¢do tem derivada em um ponto entao ela
é continua nesse ponto, temos que f nao é derivavel em z = 0.

2. Como agora
1
x2sen <—) , x#0,
flz) = z
0, z =0.

Pelo item 1 sabemos que agora f(x) é continua no ponto z = 0, pois temos que

x—0 T

lim f(z) = glcig%)ﬁsen <l> =0 = f(0).

Entao nao podemos aplicar o raciocinio do item 1 para concluir a solucao. O que devemos fazer agora é
aplicar diretamente a definicao, isto é
1
h%sen | — | — 0

oy — fi JOFR) = FO) . f(R) = £(0) _ 1y L _
£10) = fim, K Y el h =pmhsen|y)=0,
onde usamos o Teorema do Anulamento no tltimo limite. Assim, a f é derivavel em x = 0 (com f’(0) = 0).
- J

A \

1. Aplicando a regra do produto duas vezes, obtemos

f'(x) = (2*) (senz cos ) + (2%)(senx cos )’
= (2z)(senz cos ) + (22)((senz)’ cos z + senz(cos z))
= 2zsenz cos & + x2((cos x) cos = + senz(—senx))

= 2zsenz cos = + x2(cos® x — sen’zx)

2. Aplicando a regra do quociente, obtemos

(65— 1Y@ +2+1) = (@ — )@ +z+ 1Y
(x3+2+1)2

~ Gat) @+ +1) - (2 -1)(3a? 4+ 1)
(23 + = 4 1)2

f'(x) =




3. Aplicando a regras da soma, do produto e da potencia, obtemos

f'(z) = (@2 cosz) + (z'/°)

1
= («?) cosz 4 z'/%(cos z)’ + 5x1/571

1 1
= —2'/?  cosz + z'/?(—senz) + —2x />
5
1 1
= ix_l/z cosz — z'/?senz + gm_4/5

-

1. Da defini¢ao das fungoes trigonométricas e usando a regra do quociente, obtemos

/
, 1 (1) cosz — 1(cosz)”  (0)cosx — 1(—senz)  senx 1 senx
(secx)’ = = 5 = 5 =——= =secztanx
cosx cos? cos? cos?x  cosx cosT
2. Da definicao das fungoes trigonométricas e usando a regra do quociente, obtemos
!/
, 1 (1)'senz — 1(senz)’  (0)senz — 1(cos z) cos T 1 coszx
(cscx) = = 5 = 5 =——0 == = —cscxcotx
senz sen?x sen?x sen?x senz senz

3. Da definigao das fungoes trigonométricas e usando a regra do quociente, obtemos

CoS & ) * (cosx)'senz — cos z(senz)’

(cotz)" = (

senx sen?z
(—senx)senz — cos z(cos )
sen?x
2 2
—sen“x — cos” x -1 9
= 5 =—F— =—0CC T
sen’x sen?x

(a), (b) e (c) sdao verdadeiras. (d) é falsa pois o coeficiente angular em cada ponto é uma constante. Assim,
dado g, a equagdo da reta tangente poderé ser escrita como: y = f'(xg)x + b. (e) é falso pela mesma razao
que (d) é falso; em particular, a equagdo apresentada sequer é uma equagao de reta.

As duas retas sdo perpendiculares. O coeficiente angular da tangente ao gréafico de f é 4. Portanto, o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico de g é —1/4. O ponto (1, 3) pertence a reta. Logo, a equagao da reta tangente
ao grafico de g em (1, 3) pode ser escrita como y =3 — (1/4)(x — 1).

—

Derivada & esquerda:

_ _..3 2y
im @ =fQ) _ (FefHe) -0
r—1- r—1 r—1— xr—1
Derivada a direita: )
i @ —FO) Qe -5e+ 1) -0
z—1+ rx—1 z—1+ r—1

Nao existe a derivada & direita, portanto a fungao nao é diferenciével no ponto x = 1.

-




A funcgao precisa ser continua, logo,

a+b= lim (az®+b) = f(1) = 1.

rz—1t
Assim,a+b=1,eentao b=1—a.

Além disso, a fungéo é derivavel em = = 1, logo

24p-1 241—a-1 2_1q
523122 f(1)= lim &0l g, @ Flzal o a@ oD
a1+ z—1 z—1+ g3 = Il a1+ oz —1 a1+

Logo, 2a = 3, e entdo a = 3/2. Com isso, b=1—-3/2=—1/2.

Nos sabemos que a reta tangente ao grafico de f no ponto (5,0) é dada pela equagao y = f' (%) (z —
Assim, precisamos calcular f’ (g) Pela regra de derivagao do quociente, temos que

—z%sen(z) — 2zcos(x)

fi=) = ;

x4

e portanto, avaliando em x = 5 obtemos

r6)--(3)

Concluimos assim que a reta tangente pedida tem equagao y = — (2)2 (:v — %) .

s

L f(z) =2 (2? + 2z + 1) sec?(z) + 2(2x + 2) tan(z) = 2(z + 1) [(z + 1) sec?(z) + 2 tan(z)]

1 1 sen(x) + 2z cos(x 1
2. f’(ac):msen(m)+\/§cos(x)+§x 2/3 — ( )Qﬁ ( >_|_33x2

3. f(x) =2z cos(x) tan(x) = 2zsen(x) = f'(z) = 2(sen(z) + x cos(z))
(2% + 2z + 3) (zsec(z) tan(z) + sec(z)) — [z(sec(z))(2z + 2)]
(22 4 2z + 3)°
[3 — 22 + (2% 4 222 + 3z) tan(z)] sec(x)
(22 + 2z + 3)°

4. f'(z) =




