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Hoje: folheacoes = folheacbes em ]P’%{

K=K
Seja d € Zso

Uma folheagao, F, de grau d no plano projetivo ]P’%( é dada, médulo K*, por
elemento ndo-nulo w € HO(P%, Q]%Q (d + 2)) com conjunto singular finito.
K

Explicitamente:

o Pela sequencia exata de Euler, podemos ver w como uma 1-forma projetiva:
w = Adx + Bdy + Cdz

em A% tais que A, B,C € Klz,vy, z] sdo homogéneos de grau d+ 1 e
Az 4+ By + Cz =0 com

sing(w) = Z(4, B,C) = {p € P | A(p) = B(p) = C(p) = 0}

finito.



Suponha que a caracteristica de K nao divide d + 2.



Suponha que a caracteristica de K nao divide d + 2.

o Uma folheagao de grau d em ]P’%{ é determinada, modulo K*, por um campo
homogéneo em A%:

v = A0z + Alay + A20, € xd(A%)

onde Ag, A1, Az € K|z, vy, 2] sdo homogéneos de grau d com

div(v) = 8, Ag + Oy A1 + 02 Az =0



Folheagoes via campos

Suponha que a caracteristica de K nao divide d + 2.

o Uma folheagao de grau d em ]P’%- é determinada, modulo K*, por um campo
homogéneo em A‘}(:

v = A0z + Alay + A0, € xd(A%)
onde Ag, A1, Az € K|z, vy, 2] sdo homogéneos de grau d com
div(v) = 0, Ao + Oy A1 + 0:A2 =0

O seguinte resultado demonstra a equivaléncia:

¢ Eziste uma bijecdo entre o conjunto de 1-formas projetivas em A% de grau
d+ 1 e campos homogéneos de grau d com divergente nulo.

®Jouanolou - Equations de Pfaff algébriques
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w = yzdzr — azxzdy + (o — 1)zydz.



Suponha que F seja dada pela 1-forma:

w = Adx + Bdy + Cdz

e escreva
dw = (d+2)(Ldy AN dz — Mdxz A dz + Ndz A dy).

O campo homogéneo de grau d com divergente zero associado é:

v = LOy + My + NO..

Exemplo: Seja a € K* e considere:
w = yzdzr — azxzdy + (o — 1)zydz.

w define uma folheagdo de grau um em ]P’%( e o campo associado é dado por:

20 — 1 2—« —1—-«
= (e (5o (A7)
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Seja F uma folheacao em ]P’%{ dada por uma 1-forma w.

Seja C = {F = 0} C P% uma curva algébrica dada por um polinémio irredutivel
F € K[z,y,z].

A curva C € F-invariante, ou é uma solugdo algébrica de F, se existe uma
2-forma homogénea o em A% tal que

dF Nw = Fo

Vp



o a folheagao dada por

w = yzdzr — arzdy + (o — 1)zydz.

possui {z = 0}, {y = 0} e {#z = 0} como curvas algébricas invariantes.
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Exemplo: folheagoes com curvas algébricas invariantes

o a folheacdo dada por
w = yzdr — azzdy + (o — 1)zydz.

possui {z = 0}, {y = 0} e {z = 0} como curvas algébricas invariantes.

o folheagdes logaritmicas: sejam di,d2,...,dr € Zsgo €
Fi,...,Fr € K[z,y, z] polinémios homogéneos com d; = deg(F;). Suponha
que F1,..., Fr sdo irredutiveis e coprimos. Sejam aq,...,a, € K* tais que

>-i_1 aid; = 0 e considere a 1-forma

N
dF;
QO=FF---F_1F, ;a F’.

i
A 1-forma Q define, F, uma folheagdo de grau d = >, d; — 2 em P2,

Dizemos que Fp é uma folheagdo logaritmica de tipo (d1,...,d,). As
curvas C; = {F; = 0} sdo Fo-invariantes.

‘Wodson Mendson Nao-algebricidade de folheac¢des via reducdao mod 2
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Jouanolou: folheagGes sem curvas algébricas invariantes

Seja d € Z~1 e considere a folheagdo em ]P%( dada pela 1-forma:
Fa: Qq = (:vdz — yd+1)d:v + (myd — zd'H)dy + (zdy — a:d+1)dz

vg = 298, + 298y + y?9,

1Zoladek - New examples of holomorphic foliations without algebraic leaves

25.v. Pereira, P. F. Sanchez - Automorphisms and non-integrability

3Claudia R. Alcéntara - Foliations on CP2 of degree d with a singular point with Milnor
number d2 4+ d + 1

4Claudia R. Alcéntara, Petra Rubi Pantaleén - Foliations on Cl
without invariant algebraic curves

P2 with a unique singular point

55. C. Coutinho, Filipe Ramos Ferreira - Foliations with one singularity and finite isotropy
group
6Percy Fernandez, Liliana Puchuri, Rudy Rosas - Foliations on P2 with only one singular point
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Jouanolou: folheagGes sem curvas algébricas invariantes

Seja d € Z~1 e considere a folheagdo em ]P’%( dada pela 1-forma:
Fa: Qq = (xdz — yd'H)da: + (a:yd — zd'H)dy + (zdy — a:d+1)dz

vg = 220, + 229, + y%8,

¢ Se K =C a folheagao Fy4 nao tem curvas algébricas invariantes

?Jouanolou - Equations de Pfaff algébriques

1Zoladek - New examples of holomorphic foliations without algebraic leaves

25.v. Pereira, P. F. Sanchez - Automorphisms and non-integrability

3Claudia R. Alcéntara - Foliations on CP2 of degree d with a singular point with Milnor
number d2 +d + 1

4Claudia R. Alcantara, Petra Rubi Pantaleén - Foliations on CcP2? with a unique singular point
without invariant algebraic curves

55. C. Coutinho, Filipe Ramos Ferreira - Foliations with one singularity and finite isotropy
group
6Percy Fernandez, Liliana Puchuri, Rudy Rosas - Foliations on P2 with only one singular point
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Introdugao
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Um critério via redugao mod 2

Jouanolou: folheagGes sem curvas algébricas invariantes

Seja d € Z~1 e considere a folheagdo em ]P’%( dada pela 1-forma:
Fa: Qq = (a:dz — yd'H)da: + (a:yd — zd'H)dy + (zdy — :cd+1)dz

vg = 220, + 229, + y%8,

¢ Se K =C a folheagao Fy4 nao tem curvas algébricas invariantes

?Jouanolou - Equations de Pfaff algébriques

O resultado implica, em particular, que em IP% quase toda folheagdo nao tem
curva algébrica invariante. Na pratica, construir exemplos concretos de folheagoes
sem solucdes algébricas é algo dificil e fonte de diversos trabalhos!23456

1Zoladek - New examples of holomorphic foliations without algebraic leaves

25.v. Pereira, P. F. Sanchez - Automorphisms and non-integrability

3Claudia R. Alcéntara - Foliations on CP2 of degree d with a singular point with Milnor
number d2 +d + 1

4Claudia R. Alcantara, Petra Rubi Pantaleén - Foliations on CcP2? with a unique singular point
without invariant algebraic curves

55. C. Coutinho, Filipe Ramos Ferreira - Foliations with one singularity and finite isotropy
group

6Percy Fernandez, Liliana Puchuri, Rudy Rosas - Foliations on P2 with only one singular point
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Seja F uma folheacdo em ]P’%( de grau d definida por
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seja v, 0 campo de grau d associado a F dado por

v = L0y + MOy + NO..
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O p-divisor é definido pondo
Ar = {ipw =0} € Div(P%).

Note que Ar possui grau p(d — 1) +d + 2.



K = K de caracteristica p > 0.

Seja F uma folheagdo em ]P%( de grau d definida por
w = Adx + Bdy + Cdz

e suponha que p{d+ 2. Escreva dw = (d + 2)(Ldy Adz — Mdx ANdz + Ndz Ady) e
seja v, 0 campo de grau d associado a F dado por

v = L0y + MOy + NO..

O p-divisor é definido pondo
Ar = {ipw =0} € Div(P%).

Note que Ar possui grau p(d — 1) +d + 2.

A folheagao F € p-fechada se Ax = 0. '




Seja a € K* e considere

w = yzdzr — azzdy + (o — 1)zydz.
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Seja a € K* e considere

w = yzdzr — azzdy + (o — 1)zydz.

w define uma folheagao de grau 1 em ]P’%,. O campo associado é:

2a0 — 1 2—« e e
= () (55 s (A7)

Por iteracao, obtemos

2aP — 1 2—ar “1—aP
P = (aT) 0z + ( 3a )yay + (Ta) 20,

e o p-divisor é:

tppw = yzoP () — azzvP (y) + (o — 1)zyvP (2) = (o — a)zyz



Seja a € K* e considere

w = yzdzr — azzdy + (o — 1)zydz.

w define uma folheagao de grau 1 em ]P’%,. O campo associado é:

2a0 — 1 2—« e e
= (e (5 ()

Por iteracao, obtemos

2aP — 1 2 aP —1—aP
vP=<a3 )xaz—i-( 3°‘>yay+(—3°‘)zaz

e o p-divisor é:

tppw = yzoP () — azzvP (y) + (o — 1)zyvP (2) = (o — a)zyz

Sea gl :
’ Ay ={a=0}+{y =0} +{= = 0}.
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e Se C é F-invariante entdo ordg(Ax) > 0;
o Seordc(Ar) Z0 mod p entdo C é F-invariante.
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Principal propriedade:

@ Sejam F uma folheagao nao p-fechada em Pi eC C Pi uma curva algébrica

e Se C é F-invariante entdo ordc(Ax) > 0;
o Seordc(Ar) Z0 mod p entdo C é F-invariante.

2W.Mendson - Foliations on smooth algebraic surface in positive characteristic

No plano projetivo sobre caracteristica p > 0 qualquer folheagdo de grau d com
ptd+ 2 possui uma curva algébrica invariante.
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O p-divisor

Principal propriedade:

@ Sejam F uma folheagao nao p-fechada em Pi eC C Pﬁ uma curva algébrica
e Se C é F-invariante entdo ordc(Ax) > 0;

o Seordc(Ar) Z0 mod p entdo C é F-invariante.

2W.Mendson - Foliations on smooth algebraic surface in positive characteristic

4

No plano projetivo sobre caracteristica p > 0 qualquer folhea¢do de grau d com
ptd+ 2 possui uma curva algébrica invariante.

Proposicao (J.V.Pereira)

@ Seja F uma folheagdo ]P’% e suponha que deg(F) < p— 1. Entdo, F possui uma
curva algébrica invariante.

@J. V. Pereira - Invariant Hypersurfaces for Positive Characteristic Vector Fields
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Seja Cp a folheagao em ]P’%{ definida pela 1-forma:

w=zazP " de + zyP " rdy — (2P + yP)dz.

7aqui, usamos a férmula: (fD)P = fPDP + fDP~1(fP~1)D
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Seja Cp a folheagao em ]P’% definida pela 1-forma:

w=zazP " de + zyP " rdy — (2P + yP)dz.

O campo associado é:
V= y”_law — xp—lay

Definindo ¥ = (zy)Pv = yPxdy — xPydy, temos 0P = yif’2 20y — P’ YOy e assim”:

. 1~ -~ 1~ 2 2
iopw = 229 zab o) — 2yPTo(y) _ zaPy? - ayPal zaPyP (yP~ L —aP~1)P
(zy)P (zy)P (zy)P

7aqui, usamos a férmula: (fD)P = fPDP + fDP~1(fP~1)D



Seja Cp a folheagao em ]P’% definida pela 1-forma:

w=zazP " de + zyP " rdy — (2P + yP)dz.

O campo associado é:
V= y”_law — xp—lay

Definindo ¥ = (zy)Pv = yPxd; — xPydy, temos 0P = yif’2 20y — P’ YOy e assim”:

. 1~ -~ 1~ 2 2
iopw = 229 zab o) — 2yPTo(y) _ zaPy? - ayPal zaPyP (yP~ L —aP~1)P
(zy)P (zy)P (zy)P

O p-divisor de Cp é dado por:
Ac, ={z=0} +p{y?~ ! —a?~! =0}

e assim {z = 0} é a tnica solugdo algébrica de F.

7aqui, usamos a férmula: (fD)P = fPDP + fDP~1(fP~1)D



No plano projetivo sobre caracteristica p > 0 qualquer folheagdo nao p-fechada
possui uma curva algébrica invariante de grau menor do que ou igual a
p(d—1)+d+2.
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Seja F uma folheagdo em P .

o Qual a estrutura do p-divisor?

e F possut quantas curvas algébricas invariantes?
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O p-divisor

No plano projetivo sobre caracteristica p > 0 qualquer folheacao nao p-fechada
possui uma curva algébrica invariante de grau menor do que ou igual a
p(d—1)+d+ 2.

; ~ 2
Seja F uma folheagdo em P .

e Qual a estrutura do p-divisor?

e F possut quantas curvas algébricas invariantes?

% Uma folheagcao é p-fechada se e somente se ela possui uma infinidade de curvas
algébricas invariantes.

?Brunella, Nicolau - Sur les hypersurfaces solutions des équations de Pfaff
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Jouanolou

@ Seja K um corpo algebricamente fechado e de caracteristica p > 0. Seja
d € Z>o tal que

ep<dep#*1 mod 3;
o d2 +d+1 is primo.
Entao a folheagao de Jouanolou, Fgy, possui p-divisor irredutivel ou

A]:d =C+pR

com deg(C) =pl+d+2,1>0 e R nao Fg-invariante.

2W.Mendson - Arithmetic aspects of the Jouanolou foliation
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Jouanolou

@ Seja K um corpo algebricamente fechado e de caracteristica p > 0. Seja
d € Z>o tal que

ep<dep#*1 mod 3;
o d2 +d+1 is primo.

Entao a folheagdo de Jouanolou, Fq, possui p-divisor irredutivel ou
Ay, =C+pR

com deg(C) =pl+d+2,1>0 e R nao Fg-invariante.

%W .Mendson - Arithmetic aspects of the Jouanolou foliation

Consequéncia: folheagdo de Jouanolou F; possui tunica curva algébrica
invariante
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Introdugao
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caracteristica p =5 e d < 100

d d?+d+1 deg(O) l R

6 43 18 2 {zyz = 0}
12 157 39 5 {zyz =0}
17 307 54 7 {zyz = 0}
21 163 63 8 {zyz = 0}
27 757 84 11 {zyz = 0}
i 1723 123 16 {zyz = 0}
57 3307 174 23 {zyz =0}
62 3907 139 25 {zyz = 0}
66 4423 198 26 {zyz = 0}
71 5113 213 28 {zyz = 0}
7 6007 234 31 {zyz = 0}

e para d € {2, 14,24, 54,59, 69,89,99}, Ax, é irredutivel;

@ outros casos: Arx, = 0.

‘Wodson Mendson Nao-algebricidade de folheac¢des via redugao mod 2



@ Suponha que K possui caracteristica 3 e considere a folheagdo de Jouanolou
de grau 2 sobre K. Entéo o 3-divisor é irredutivel com sing(Ax) ¢ sing(F).

8T, Fassarella, W. Mendson, F. Touzet, J. P. Santos - Foliations with small singular set
in arbitrary characteristic, trabalho em andamento



@ Suponha que K possui caracteristica 3 e considere a folheagdo de Jouanolou
de grau 2 sobre K. Entéo o 3-divisor é irredutivel com sing(Ax) ¢ sing(F).

@ Considere a folheagao 5-fechada:
w = 2z(z + y)dx + 2(2z + x)dy + 4(2z2 + 3zy + 2yz)dz

A curva C = {—z* + 23y + 2?yz + y?22 = 0} é F-invariante com
[0:0: 1] € sing(C) mas ndo em sing(F). &

8T, Fassarella, W. Mendson, F. Touzet, J. P. Santos - Foliations with small singular set
in arbitrary characteristic, trabalho em andamento



Introducao
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Exemplos curiosos

@ Suponha que K possui caracteristica 3 e considere a folheagao de Jouanolou
de grau 2 sobre K. Entéo o 3-divisor ¢ irredutivel com sing(Ax) ¢ sing(F).

© Considere a folheagao 5-fechada:
w = 2z(x + y)dx + 2(2z + x)dy + 4(2z2 + 3zy + 2yz)dz
A curva C = {—z* 4 23y + 22yz 4+ y?22 = 0} é F-invariante com

[0:0: 1] € sing(C) mas ndo em sing(F). 8

@ Para todo primo p > 0, n > 2, existem folheagdes de codimensdo um em P},
que nao possuem hipersuperficie invariante. De fato, em andamento, um tal
exemplo é dado pela seguinte 1-forma:

n—1
2p—1 —1 —1
w=d E miziil +x£xfl_1dzn_1f‘rfl_1zﬁ dxn
1=0

8T, Fassarella, W. Mendson, F. Touzet, J. P. Santos - Foliations with small singular set
in arbitrary characteristic, trabalho em andamento
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Considere o caso onde K = C. Seja F uma folheagao ]P% de grau d definida pela
1-forma projetiva:

w = Adx + Bdy + Cdz A,B,C € Clz,y, z]a+1
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seus inversos, que ocorrem A, B e C
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Considere o caso onde K = C. Seja F uma folheagao ]P% de grau d definida pela
1-forma projetiva:

w = Adx + Bdy + Cdz A,B,C € Clz,y, z]a+1

e seja Z[F| a Z-4lgebra de tipo finito obtida por juncdo de todos os coeficientes, e
seus inversos, que ocorrem A, B e C

Seja F a folheagdo em ]P’% dada pela 1-forma:

w = yzdz — azzdy + (o — 1)zydz.

para algum a € C — Q. Entdo, a dlgebra associada é Z[a, ™

Exemplo: Para a folheacdo de Jouanolou, A, B,C € Z[z,y, z| de modo que
Z[F, = Z.



Fato: Para cada ideal maximal p € Spm(Z[F]) o corpo residual Fp, = Z[F]/p é
finito, em particular, de caracteristica p > 0.



Fato: Para cada ideal maximal p € Spm(Z[F]) o corpo residual Fp, = Z[F]/p é
finito, em particular, de caracteristica p > 0.

Denote por wp a 1-forma sobre Fy, obtida via redugio médulo p dos coeficientes
que aparecem em A, B e C. Assim, obtemos um elemento nao nulo de
" (IP’% , 9111»2 ® Op2 (d+2)) e wp determina uma folheagado em ]P’% :

r FR, Fp »

wp = Adz + Bdy + Cdz mod p



Fato: Para cada ideal maximal p € Spm(Z[F]) o corpo residual Fp, = Z[F]/p é
finito, em particular, de caracteristica p > 0.

Denote por wp a 1-forma sobre Fy, obtida via redugio médulo p dos coeficientes
que aparecem em A, B e C. Assim, obtemos um elemento nao nulo de
" (IP’% , 91;2 ® Op2 (d+2)) e wp determina uma folheagado em ]P’% :

r FR, Fp p

wp = Adz + Bdy + Cdz mod p

A folheagdo determinada por wy € denotada por Fy e chamada de a redugdo
mddulo p de F.




Questao natural:



Questao natural:

Suponha que uma propriedade abstrata P vale para Fy para uma infinidade de
primos (ou quase-todos primos) p € Spm(Z[F]). O que podemos dizer sobre F ?




Questao natural:

Suponha que uma propriedade abstrata P vale para Fy para uma infinidade de
primos (ou quase-todos primos) p € Spm(Z[F]). O que podemos dizer sobre F ?

e infinidade de primos = primos num subconjunto denso de Spm(Z[F]);

e quase-todos primos = primos num aberto nao vazio de Spm(Z[F]).



Reducao médulo

Questao natural:

Suponha que uma propriedade abstrata P vale para F, para uma infinidade de
primos (ou quase-todos primos) p € Spm(Z[F]). O que podemos dizer sobre F ?

e infinidade de primos = primos num subconjunto denso de Spm(Z[F]);

e quase-todos primos = primos num aberto nao vazio de Spm(Z[F]).

Quando Z[F] = Z as nogdes: infinidade de primos e quase-todos sdo as nogdes
usuais.



A propriedade P pode ser:

@ a existéncia de curvas Fy-invariantes;
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@ a existéncia de curvas Fy-invariantes;
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A propriedade P pode ser:

@ a existéncia de curvas Fy-invariantes;
e a folheagdo Fp é p-fechada;

@ a folheagao Fp possui p-divisor irredutivel/reduzido;



A propriedade P pode ser:

@ a existéncia de curvas Fy-invariantes;

e a folheagdo Fp é p-fechada;

@ a folheagao Fp possui p-divisor irredutivel/reduzido;

Seja F uma folheacdo de grau d em ]P% e suponha que Fp tem uma curva
algébrica invariante de grau menor do que h para quase-todos primos p. Entdo, F
possui uma curva algébrica invariante de grau menor do que h.
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Redugao médulo p

A propriedade P pode ser:
@ a existéncia de curvas Fyp-invariantes;

e a folheagdo Fj é p-fechada;

e a folheacao Fp possui p-divisor irredutivel/reduzido;

Seja F uma folheagdo de grau d em ]P’% e suponha que Fp tem uma curva
algébrica invariante de grau menor do que h para quase-todos primos p. Entdo, F
possut uma curva algébrica invariante de grau menor do que h.

Ideia: o conjunto S(F, K, d) de folheagdes de grau d em ]P’%{ que possuem curvas
algébricas de grau < h é uma variedade algébrica sobre K. Em particular,
S(F,C,d) # @ se e somente se S(F,Fyp,d) # & para quase-todos primos p.
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Parte III: Um critério via redugao mod 2



Objetivo: usar redugdo mdédulo p para provar nao-algebricidade de folheagdes
holomorfas

9Carnicer - The Poincare problem in the nondicritical case



Solugodes algébricas

Objetivo: usar redugdo mdédulo p para provar nao-algebricidade de folheagdes
holomorfas

¢ Seja F uma folheagdo ndo dicritica em ]P’% definida pela 1-forma
w = Adzx + Bdy + Cdz com A, B,C € Z[z,y, z]. Seja p um primo tal que
p>d+2. Se A].-p € irredutivel entdo F ndao possui solucdes algébricas.

2W.Mendson - Foliations on smooth algebraic surfaces in position characteristic

9Oarnicer - The Poincare problem in the nondicritical case
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Solugodes algébricas

Objetivo: usar reducdo médulo p para provar nao-algebricidade de folheagdes
holomorfas

¢ Seja F uma folheagao ndo dicritica em ]P’% definida pela 1-forma
w = Adx + Bdy + Cdz com A, B,C € Z[z,y,z]|. Seja p um primo tal que
p>d+2. Se Ag, € irredutivel entdo F nao possui solugoes algébricas.

2W.Mendson - Foliations on smooth algebraic surfaces in position characteristic

Ideia: Suponha que existe uma curva invariante C' = {F = 0}. Podemos assumir
F € Z]z,y,2]. A cota de Carnicer® implica que deg(C) < d + 2. Reduzindo
médulo p e usando a irredutibilidade de A Fp chegamos numa contradigao.

9Carnicer - The Poincare problem in the nondicritical case
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A folheagao de Jouanolou de grau 2 nao possui solugoes algébricas. I




A folheagao de Jouanolou de grau 2 nao possui solugoes algébricas.

Seja F uma folheacao em ]P’%.

Se o p-divisor Ay, € irredutivel para quase todo primo p entio F mdo possui
solugoes algébricas.




Aplicagoes

A folheagao de Jouanolou de grau 2 mdo possui solugdes algébricas.

Seja F uma folheacao em ]P’%.

Se o p-divisor A Fo € irredutivel para quase todo primo p entao F mao possui
solugoes algébricas.

Ideia: Suponha que exista uma curva algébrica invariante C = {F = 0} de grau e.
Para primos grandes p obtemos C' mod p = A Fp» uma contradicdo visto que o
grau do p-divisor depende de p.



Solugodes algébricas v

% Seja F uma folheagdo nao-dicritica em ]P’(Z: definida pela 1-forma
w = Adx + Bdy + Cdz A, B,C € K[z,y, 2]

onde K € um corpo de nimeros. Se A, € irredutivel, entdo F ndo possui
solugdes algébricas.

@J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2

10W4 Mendson - Arithmetic aspects of the Jouanolou foliation
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Solugoes algébricas via redugao mod 2

@ Seja F uma folheagdo ndao-dicritica em ]P’% definida pela 1-forma
w = Adx + Bdy + Cdz A, B,C € K[z,y, 2]

onde K € um corpo de nimeros. Se Ar, € irredutivel, entdo F nao possui
solugoes algébricas.

@J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2

Ideia: Usar o fato que se C' é uma curva algébrica F-invariante entdao C' ® F2 nao
é um 2-fator.

10y, Mendson - Arithmetic aspects of the Jouanolou foliation

‘Wodson Mendson Nao-algebricidade de folheagées via redugao mod 2



Introdugao
Folheagbes em caracteristica p > 0
Um critério via redugao mod 2

Solugoes algébricas via redugao mod 2

@ Seja F uma folheagdo ndao-dicritica em ]P’% definida pela 1-forma
w = Adx + Bdy + Cdz A, B,C € K[z,y, 2]

onde K € um corpo de nimeros. Se Ar, € irredutivel, entdo F nao possui
solugoes algébricas.

@J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2

Ideia: Usar o fato que se C' é uma curva algébrica F-invariante entdao C' ® F2 nao
é um 2-fator.

A folheagao de Jouanolou em IP’% de grau itmpar nao admite curvas algébricas
nvariantes.

Ideia: Pode-se verificar que a folheagao de Jouanolou é nao-dicritica e admite boa
reducdo médulo 2. Em grau fmpar, seu 2-divisor é irredutivell®.

10y, Mendson - Arithmetic aspects of the Jouanolou foliation
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Observagao: No Teorema anterior, podemos substituir a propriedade de ser
nao-dicritica pela seguinte propriedade:

11, = wp + -+ we: se igwe = 0 entdo a folheagdo induzida em P2 tem grau e — 1



Observagao: No Teorema anterior, podemos substituir a propriedade de ser
nao-dicritica pela seguinte propriedade:

o C: se F possui uma curva algébrica D, entao existe uma curva algébrica de
grau e < deg(Nx)

11, = wp + -+ we: se igwe = 0 entdo a folheagdo induzida em P2 tem grau e — 1



Observagao: No Teorema anterior, podemos substituir a propriedade de ser
nao-dicritica pela seguinte propriedade:

o C: se F possui uma curva algébrica D, entao existe uma curva algébrica de
grau e < deg(Nx)

Considere as seguintes folheagbes em IP’(%:

Ga(u,a,b,¢) : w=(a+ bz +cx?t + ¢y de — (u + zy?)dy
Fela,b,c) : w = (az®y — cy?)dz — (ax?y®~! + ba)dy

com a,b,c,u € Z e uabc # 0 mod 2. Note que Fe(a,b,c) tem grau e + 1 and
Ga(u,a,b,c) tem grau d.11

11, = wp + -+ we: se igwe = 0 entdo a folheagdo induzida em P2 tem grau e — 1



Observagao: No Teorema anterior, podemos substituir a propriedade de ser
nao-dicritica pela seguinte propriedade:

o C: se F possui uma curva algébrica D, entao existe uma curva algébrica de
grau e < deg(Nx)

Considere as seguintes folheagbes em IP’(%:

Ga(u,a,b,¢) : w=(a+ bz +cx?t + ¢y de — (u + zy?)dy
Fela,b,c) : w = (az®y — cy?)dz — (ax?y®~! + ba)dy

com a,b,c,u € Z e uabc # 0 mod 2. Note que Fe(a,b,c) tem grau e + 1 and
Ga(u,a,b,c) tem grau d.11

No plano projetivo complezo, loc = {z = 0} € a unica curva algébrica invariante
de Fe(a,b,c) (e >6) e Ga(u,a,b,c) (d>5) nao admite curva algébrica invariante.

11, = wp + -+ we: se igwe = 0 entdo a folheagdo induzida em P2 tem grau e — 1



% Sejam K um corpo de caracteristica dois e a,b,c,u € K*. Considere a
folheagio em P2 de gau d definida em D4 (2) pela 1-forma:

Ga(u,a,b,¢) : w=(a+ bz + cx? + ¢y de — (u + zy?)dy

Se d > 5 é um inteiro impar, entdo o 2-divisor Ag,(y ap,c) € irredutivel.

%J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2
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Em caracteristica dois

¢ Sejam K um corpo de caracteristica dois e a,b,c,u € K*. Considere a
folheacao em IP%{ de gau d definida em D4 (z) pela 1-forma:

Ga(u,a,b,¢) : w=(a+ bz + cx? + ¢y de — (u + zy?)dy

Se d > 5 € um inteiro impar, entdo o 2-divisor Ag , (u,ab,c) € irredutivel.

%J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2

v
¢ Sejam K um corpo de caracteristica dois e a,b,c € K*. A folheacdo de grau
e>6em IP’%{ definida por

Fela,b,c) : w = (az®y — cy?)dz — (ax?y®~! + ba)dy

possui 2-divisor irredutivel.

%J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2
4
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Folheagoes com tnica curva invariante

¢ Seja d € Z>1 um inteiro impar e defina

_d+d+2
- 2

d+1

fd=d®+d+1  s(d)=d>+ 5

h(d) g9(d) =

d+3
2
Seja Fy a folheagdo definida pela 1-forma em Dy (z):
Fq:iw=(z+ ay9(D 4 py(d 4 cy®* DYda — yf Dy

onde a,b,c € Z sao tais que abc # 0 mod 2. Entao, loo = {z = 0} € a unica curva
algébrica invariante de Fq.

@J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2
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Folheagoes com tnica curva invariante

¢ Seja d € Z>1 um inteiro impar e defina

d?+d+2 d+1
=——— gld=—-.

d+3
d)=d>+d+1 d)=d>+—=
f(d) s(d) 3 5 5

h(d)
Seja Fy a folheagdo definida pela 1-forma em Dy (z):
Fa:w=(z+ay?®D +byD 4 ey Dydy — y/ D gy

onde a,b,c € Z sao tais que abc # 0 mod 2. Entao, loo = {z = 0} € a unica curva
algébrica invariante de Fq.

@J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2

Note que
° f(d) > s(d) > h(d) > g(d);

e Fy tem grau f(d) e loo € invariante
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% Seja d € Z~1 uwm inteiro impar e defina

Fd) = d® +d+1 s(d)=d2+¥
Seja Fq a folheagdo definida pela 1-forma em Dy (z):
Fa:w=(x—+ay?®D + by 4 cy> Dydg — y/ D gy

onde a,b,c € Z sao tais que abc # 0 mod 2. Entdo, F nao é 2-fechada e possui
2-divisor dado por

Ary =dloo +(f(d) = D{y =0} +C

onde C é uma curva irredutivel de grau 2d? + d + 3.

@J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2




% Seja d € Z~1 uwm inteiro impar e defina

Fd) = d® +d+1 s(d)=d2+¥
Seja Fq a folheagdo definida pela 1-forma em Dy (z):
Fa:w=(x—+ay?®D + by 4 cy> Dydg — y/ D gy

onde a,b,c € Z sao tais que abc # 0 mod 2. Entdo, F nao é 2-fechada e possui
2-divisor dado por

Ary =dloo +(f(d) = D{y =0} +C

onde C é uma curva irredutivel de grau 2d? + d + 3.

@J. P. Figueredo, W. Mendson - Non-algebraicity of foliations via reduction modulo 2

Principal dificuldade: Mostrar que C é irredutivel.



e d = 1: a folhagdo possui grau 3 e é dada pelo campo:

v =138 + (x + ay + by® + cy®)dy
O 2-divisor é dado por:

Ar, ={z=0}+2{y =0} + {aby® + azy + b*y* + by® + 2° + 2y + y* = 0}



e d = 1: a folhagdo possui grau 3 e é dada pelo campo:

v =138 + (x + ay + by® + cy®)dy
O 2-divisor é dado por:

Az ={z =0} +2{y = 0} + {aby® + awy + b*y* + by® + 2* + 2y® + y* = 0}

o d = 3: a folheagdo possui grau 13 e é dada pelo campo:
v=y"%0, + (& + ay® + by" + cy™*)0,
O 2-divisor é:

Ar, =3{z = 0} +12{y = 0} +{a’y" +aby” +bay” + by’ +2° +y** +y'* = 0}



o Passo 1: Suponha, por contradigao, que Fg possui uma curva algébrica D de
grau e em D4 (2)

120arnicer - The Poincare problem in the nondicritical case



o Passo 1: Suponha, por contradigao, que Fg possui uma curva algébrica D de
grau e em D4 (2)

o Passo 2: Sem perda de generalidade podemos supor que D esta definida
sobre Z. A cota de Carnicer'? implica que e < d + 2 (F4 é nao-dicritica)

120arnicer - The Poincare problem in the nondicritical case



o Passo 1: Suponha, por contradigao, que Fg possui uma curva algébrica D de
grau e em D, (z)

o Passo 2: Sem perda de generalidade podemos supor que D esta definida
sobre Z. A cota de Carnicer'? implica que e < d + 2 (F4 é nao-dicritica)

o Passo 3: Como C' ®F3 ndo é um 2-fator, segue que existe um fator irredutivel
Q de C ® Fa tal que @ define uma curva invariante de Fa := F ® Fa

120arnicer - The Poincare problem in the nondicritical case
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Fy, — C

e Passo 1: Suponha, por contradi¢do, que F4 possui uma curva algébrica D de
grau e em D4 (z)

o Passo 2: Sem perda de generalidade podemos supor que D esta definida
sobre Z. A cota de Carnicer!? implica que e < d + 2 (F4 é nio-dicritica)

e Passo 3: Como C ®F3 nao é um 2-fator, segue que existe um fator irredutivel
Q de C ® Fa tal que @ define uma curva invariante de Fa := F ® Fa

o Passo 4: Pela estrutura do 2-divisor segue que
Apy = (f(d) = D{y=0}+D

e daf resulta que @ = D, pois {y = 0} nao é Fa-invariante

12Carnicer - The Poincare problem in the nondicritical case
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Fy, — C

e Passo 1: Suponha, por contradi¢do, que F4 possui uma curva algébrica D de
grau e em D4 (z)

o Passo 2: Sem perda de generalidade podemos supor que D esta definida
sobre Z. A cota de Carnicer!? implica que e < d + 2 (F4 é nio-dicritica)

e Passo 3: Como C ®F3 nao é um 2-fator, segue que existe um fator irredutivel
Q de C ® Fa tal que @ define uma curva invariante de Fa := F ® Fa

o Passo 4: Pela estrutura do 2-divisor segue que
Az, = (f(d) = D{y =0} + D
e daf resulta que @ = D, pois {y = 0} nao é Fa-invariante
e Passo 5: Dal, resulta:
d+2 > deg(C) > deg(Q) =2d> +d+3

e daf 2d? < —1, uma contradicgo.

12 Carnicer - The Poincare problem in the nondicritical case
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Seja f(z1,...,2n) = E;a;xil coglin e K[z1,...,zn]. Podemos ver (i1,...,in)
como um elemento de R™. O politopo de Newton de f, denotado por Py C R™, é o
fecho convexo do conjunto dos exponentes (i1,...,i,) que ocorrem em f.



Seja f(z1,...,2n) = E;a;xlf = K[z1,...,zn]. Podemos ver (i1,...,in)

como um elemento de R™. O politopo de Newton de f, denotado por Py C R™, é o
fecho convexo do conjunto dos exponentes (i1,...,i,) que ocorrem em f.

@Se f = hg com g e h ndo constantes entdo Py = P, + Py (soma de Minkowski).

%Shuhong Gao - Absolute irreducibility of polynomials via Newton polytopes
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Como checar a irredutibilidade

Seja f(z1,...,2n) = Zga;.xil cogin e K[z1,...,zn]. Podemos ver (i1,...,in)
como um elemento de R™. O politopo de Newton de f, denotado por Py C R™, é o
fecho convexo do conjunto dos exponentes (i1, ...,%n) que ocorrem em f.

@Se f = hg com g e h ndo constantes entdo Py = P, + Py (soma de Minkowski).

%Shuhong Gao - Absolute irreducibility of polynomials via Newton polytopes

V.

@ Seja P um poligono em R2. Seja v(P) = {p1p3, p2p3,---, bnpi} onde
OP ={p1,...,pn}. Se v(P) ndo pode ser particionado em duas subsequéncias

disjuntas, com cada uma somando zero, entdo P nao pode ser escrito como soma
de Minkowski de dois poligonos menores.

®David E Speyer - (https://mathoverflow.net/users/297/david-e-speyer), Irreducibility of
polynomials in two variables
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Considere o polinémio:
f@,y) = ay® + by + cxy + d + ex + fz? + gz* € Kz, ]

com adg # 0. O poligono de Newton de f é:



Considere o polinémio:
f@,y) = ay® + by + cxy + d + ex + fz? + gz* € Kz, ]

com adg # 0. O poligono de Newton de f é:




Considere o polinémio:
f@,y) = ay® + by + cxy + d + ex + fz? + gz* € Kz, ]

com adg # 0. O poligono de Newton de f é:

Note que
U(P) = {(Ov _1)7 (07 _1)a (15 0)= (1= 0)= (1) 0)7 (_37 2)}



Considere o polinémio:
f@,y) = ay® + by + cxy + d + ex + fz? + gz* € Kz, ]

com adg # 0. O poligono de Newton de f é:

Note que
U(P) = {(Ov _1)7 (07 _1)a (1= 0)= (1= 0)5 (1’ 0)) (_37 2)}

Como v(P) nao pode ser particionado em duas subsequéncias disjuntas somando
zero, segue que f é irredutivel.



@ Precisamos da condi¢ao nao-dicritica no critério de redu¢ao mod 27
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P
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@ Precisamos da condi¢ao nao-dicritica no critério de redu¢ao mod 27

e Entender a ”correspondéncia”: folhea¢des em ]P’% sem curva algébrica
invariante se ”correspondem” no conjunto de folheagdes ]P’% com Unica curva
P

algébrica invariante

o Seja F uma folheagcdo em IP% definida sobre Z e suponha que Ar, €
irredutivel para algum primo p. Eziste um conjunto denso S C Spm(Z) tal
que Ar, € irredutivel para todo primo em S?




@ Precisamos da condi¢ao nao-dicritica no critério de redu¢ao mod 27

e Entender a ”correspondéncia”: folhea¢des em ]P’% sem curva algébrica
invariante se ”correspondem” no conjunto de folheagdes ]P’% com Unica curva
P

algébrica invariante

o Seja F uma folheagcdo em IP% definida sobre Z e suponha que Ar, €
irredutivel para algum primo p. Eziste um conjunto denso S C Spm(Z) tal
que Ar, € irredutivel para todo primo em S?

o Entender o p-divisor para folheacoes que admitem unica singularidade.




Obrigado ;-)
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