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Mapas polinomiais em Ayl
Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos

Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

" I -
Mapas polinomiais em A}}

k = corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 (exemplo: C,F,)

k[X1,...,X,] = anel de polinémios com coeficientes em k
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Mapas polinomiais em A}}

k = corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 (exemplo: C,F,)

k[X1,...,X,] = anel de polinémios com coeficientes em k

Um mapa polinomial em A}, é um mapa da forma

f=(F,...,F): Ay — A}

(1, oy xn) = (Fi(x1, ..oy Zn), oo Fn(z1, ...y 2n))

com F; € k[Xq,...,X,] para todo i.
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Mapas polinomiais em A}}

k = corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 (exemplo: C,F,)

k[X1,...,X,] = anel de polinémios com coeficientes em k

Um mapa polinomial em A}, é um mapa da forma

f=(F,...,F): Ay — A}

(1, oy xn) = (Fi(x1, ..oy Zn), oo Fn(z1, ...y 2n))

com F; € k[Xq,...,X,] para todo i.

Dizemos que um mapa polinomial f = (Fi,..., Fy,) é invertivel se existir
um mapa polinomial g = (G1,...,Gy): A} — A} tal que

X; = Gi(Fu,... , Fy) Y; = F;(G1,...,Gr) paratodo 1.
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Mapas polinomiais em A}}

k = corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0 (exemplo: C,F,)

k[X1,...,X,] = anel de polinémios com coeficientes em k

Um mapa polinomial em A}, é um mapa da forma

f=(F,...,F): Ay — A}

(1, oy xn) = (Fi(x1, ..oy Zn), oo Fn(z1, ...y 2n))

com F; € k[Xq,...,X,] para todo i.

Dizemos que um mapa polinomial f = (Fi,..., Fy,) é invertivel se existir
um mapa polinomial g = (G1,...,Gy): A} — A} tal que

X; = Gi(Fu,... , Fy) Y; = F;(G1,...,Gr) paratodo 1.

Observagao: Se existir G satisfazendo X; = G;(F4, ..., Fy) para todo i .,
entdo automaticamente Y; = F;(G1,...,Gn) para todo i. ”
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\s polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos
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Mapas polinomiais: dlgebra linear

Mapas lineares sao casos particulares de mapas polinomiais onde Fi, ..., F,
sao polindomios homogéneos de grau um. Para tais mapas existe um critério
simples para invertibilidade.
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\s polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
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Mapas polinomiais: dlgebra linear

Mapas lineares sao casos particulares de mapas polinomiais onde Fi, ..., F,
sao polindomios homogéneos de grau um. Para tais mapas existe um critério
simples para invertibilidade.

Escreva Fj(Xi,...,Xn) =3, ai; X; com ai; € k e defina A = (ai;) a matriz
associada.
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\s polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
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Mapas polinomiais: dlgebra linear

Mapas lineares sao casos particulares de mapas polinomiais onde Fi, ..., F,
sao polindomios homogéneos de grau um. Para tais mapas existe um critério
simples para invertibilidade.

Escreva Fj(Xi,...,Xn) =3, ai; X; com ai; € k e defina A = (ai;) a matriz
associada.

Entao,

o f=(Fi,...,Fy) é invertivel se e somente se det(A) € k*,

o f=(F1,...,F,) éinjetivo se e somente se f é invertivel.
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Mapas polinomiais em Ayl

Mapas polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Algu esultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Mapas polinomiais: dlgebra linear

Mapas lineares sao casos particulares de mapas polinomiais onde Fi, ..., F,
sao polindomios homogéneos de grau um. Para tais mapas existe um critério
simples para invertibilidade.

Escreva Fj(Xi,...,Xn) =3, ai; X; com ai; € k e defina A = (ai;) a matriz
associada.
Entao,

o f=(Fi,...,Fy) é invertivel se e somente se det(A) € k*,
o f=(F1,...,F,) éinjetivo se e somente se f é invertivel.

Observe que A é a matriz Jacobiana associada a f:

OF, OF, . OF, OF,
a1 aiz . @ia—1 Gin X, 09X 9Xp_1 OXn
A= = JF =
OF,  OF oF OF
On1  Gn2  -* OGnn-1  GOnn oxX:1  0Xs 1 0Xpol  O%s
1 2 n—1 pAY

8
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Mapas polinomiais

Pode-se indagar se as observagGes anteriores se estendem em um contexto
mais geral. Mais precisamente, seja f: A} — A} um mapa que associa

(a1,...,an) = (Fi(at,...,an),..., Fu(ai,...,an))

com F; € k[X1,...,X,] (sem restri¢do de grau). Denote por

oFy . ... . Bh

0X1 X p
Jr =

BFn . ... . aFn

9X1 OXnp

a matriz jacobiana associada ao mapa f.
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Mapas polinomiais

Pode-se indagar se as observagGes anteriores se estendem em um contexto
mais geral. Mais precisamente, seja f: A} — A} um mapa que associa

(a1,...,an) = (Fi(at,...,an),..., Fu(ai,...,an))

com F; € k[X1,...,X,] (sem restri¢do de grau). Denote por

oFy . ... . Bh

0X1 X p
Jr =

BFn . ... . aFn

9X1 OXnp

a matriz jacobiana associada ao mapa f.

o O mapa f é invertivel se e somente se det(Jr) € k*?

o Se f é injetivo entdo f é invertivel?
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Mapas polinomiais em A}
polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais

Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Na generalidade em questao podemos encontrar exemplos que respondam
negativamente as questoes acima.
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Mapas poli

Unimodularid

Na generalidade em questdo podemos encontrar exemplos que respondam
negativamente as questoes acima.

Exemplo

Sek=TF, e f=(X+XP): AL — A} entio det Jp = 1 mas f ndo é
invertivel. De fato, se g é a inversa entao a igualdade f o g = X implica

é
que pdeg(g) = 1, o que é um absurdo.
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Na generalidade em questdo podemos encontrar exemplos que respondam
negativamente as questoes acima.

Exemplo

Sek=TF, e f=(X+XP): AL — A} entio det Jp = 1 mas f ndo é
invertivel. De fato, se g é a inversa entao a igualdade f o g = X implica
que pdeg(g) = 1, o que é um absurdo.

Sek=F, ef=(XP,...,XB): A} — A} entdo f é uma bijecio mas ndo
invertivel.
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Mapas polinomiais

Unimodularidade

Na generalidade em questdo podemos encontrar exemplos que respondam
negativamente as questoes acima.

Exemplo

Sek=TF, e f=(X+XP): AL — A} entio det Jp = 1 mas f ndo é

invertivel. De fato, se g é a inversa entao a igualdade f o g = X implica
que pdeg(g) =1, o que € um absurdo.

Sek=F, ef=(XP,...,XB): A} — A} entdo f é uma bijecio mas ndo
invertivel.

Observagao

Seja f = (Fi,...,Fy): A} — A} um mapa polinomial. Entao f €
invertivel se e somente se k[X1,..., X,| =k[Fi,..., Fy].
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Alguns resultados conhecidos

k = algebricamente fechado de caracteristica zero.

Teorema (Cynk-Rusek)

@ Sejam X uma variedade algébrica afim definida sobrek e f: X — X um
morfismo. Entdo, sGo equivalentes:

Q@ f € injetivo,
@ f € bijecao,

@ f € um automorfismo.

“Cynk-Rusek - Injective endomorphisms of algebraic and analytic sets
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Alguns resultados conhecidos

k = algebricamente fechado de caracteristica zero.

Teorema (Cynk-Rusek)

@ Sejam X uma variedade algébrica afim definida sobrek e f: X — X um
morfismo. Entdo, sGo equivalentes:

Q@ f € injetivo,
@ f € bijecao,

@ f € um automorfismo.

“Cynk-Rusek - Injective endomorphisms of algebraic and analytic sets

A implicagdo (1) = (#¢) é conhecida como Teorema de Ax-Grothendieck e
vale se k tem caracteristica positiva.

impa ,

Mapas polinomiais e dominios unimodulares



Mapas polinomiais em Ayl
s polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Ideia de prova:

Seja f: X — X um mapa polinomial injetivo (char(k) > 0). Suponha por
contradigdo que f é injetivo mas nao bijetor.
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Mapas polinomiais em Ai:

\s polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Ideia de prova:

Seja f: X — X um mapa polinomial injetivo (char(k) > 0). Suponha por
contradigdo que f é injetivo mas nao bijetor.

Passo 1: Formule as condigoes de nao-sobrejetividade, injetividade e
pertinéncia em termos de equagbes polinomiais.
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Mapas polinomiais em Aﬂ

polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Ideia de prova: (i) = (i7)

Seja f: X — X um mapa polinomial injetivo (char(k) > 0). Suponha por
contradigdo que f é injetivo mas nao bijetor.

Passo 1: Formule as condigoes de nao-sobrejetividade, injetividade e
pertinéncia em termos de equagoes polinomiais.

Passo 2: Seja {«;}icr a colecdo de todos os coeficientes que ocorrem nas
equagtes do passo 1. Consideremos casos:

o char(k) = p > 0: Seja R = Fp[{a;}ic1] a Fp-dlgebra obtida por
adjuncao de todos os coeficientes {a; }icr. Tome m € Spm(R) um ideal
maximal de R e note que pelo Nullstellensatz temos que R/m é uma
extensao finita de F,. Em particular, é um corpo finito. Reduzindo as
relagbes polinomiais obtidas acima, obtemos um mapa polinomial

f®R/m: X(R/m) — X(R/m)

que € injetivo mas nao sobrejetivo o que é um absurdo ja que
#X(R/m) < oco.
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Mapas polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
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o char(k) = 0: Seja R = Z[{«a;}] o subanel de k obtido por adjungao de
todos os coeficientes {a;}icr. Seja m € Spm(R) um ideal maximal de
R. Se R/m é um corpo finito podemos repetir o argumento acima e
chegar a uma contradicao.
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Mapas polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos
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o char(k) = 0: Seja R = Z[{«a;}] o subanel de k obtido por adjungao de
todos os coeficientes {a; }icr. Seja m € Spm(R) um ideal maximal de
R. Se R/m é um corpo finito podemos repetir o argumento acima e
chegar a uma contradicdo. Mas, esse é o caso:

Seja R uma Z-dlgebra de tipo finito e p € Spm(R) um ideal mazimal.
Entio, R/m é um corpo finito.
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Mapas polinomiais Keller

Condigao necessaria para invertibilidade

Se f: (Fl,..
det Jr € k*.

S FR): A — AL € um mapa polinomial invertivel entio
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Mapas polinomiais Keller

Condigao necessaria para invertibilidade

Se f=(Fi,...,Fn): A — A}l € um mapa polinomial invertivel entdo
det Jr € k*.

De fato, isso é se segue da regra da cadeia aplicada em fog = (X1,...,Xn)
e do fato que as unidades de k[X7, ..., X,] s@o as constantes nao nulas.
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Mapas polinomiais Keller

Condigao necessaria para invertibilidade

Se f=(Fi,...,Fn): A — A}l € um mapa polinomial invertivel entdo

det Jr € k*.
De fato, isso é se segue da regra da cadeia aplicada em fog = (X1,...,Xn)
e do fato que as unidades de k[X7, ..., X,] s@o as constantes nao nulas.

Seja f = (Fi,...,Fy): A} — A} um mapa polinomial. Dizemos que f é
um mapa Keller se det Jp € k™.
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Mapas polinomiais Keller

Condigao necessaria para invertibilidade

Se f=(Fi,...,Fn): A — A}l € um mapa polinomial invertivel entdo
det Jp € k*.

De fato, isso é se segue da regra da cadeia aplicada em fog = (X1,...,Xn)
e do fato que as unidades de k[X7, ..., X,] s@o as constantes nao nulas.

Seja f = (Fi,...,Fy): A} — A} um mapa polinomial. Dizemos que f é
um mapa Keller se det Jp € k™.

F=(X?+X+Y,X2+Y): AZ — A2 é Keller com det J; = 1.
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Mapas polinomiais em Ai:
\s polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais

Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Bases de Grobner: critério para invertibilidade

Seja k um corpo arbitrdrio e f = (F1,...,F,): Al — A} um mapa
polinomial com Fi,..., F, € k[X1,...,X,].

impa
'Van den Essen - A criterion to decide if a polynomial map is invertible anw
to compute the inverse
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Bases de Grobner: critério para invertibilidade

Seja k um corpo arbitrdrio e f = (F1,...,F,): Al — A} um mapa
polinomial com Fi,..., F, € k[X1,...,X,]. Sejam Yi,...,Y, novo sistema
de varidveis e considere o ideal I

I=Yi—F,....Yy—F) Ck[X1,..., X, Y1,....Y,].

impa
'Van den Essen - A criterion to decide if a polynomial map is invertible anw
to compute the inverse
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Mapas polinomiais em Ai:
Mapas polinomis Invertibilidade de mapas polinomiais
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Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Bases de Grobner: critério para invertibilidade

Seja k um corpo arbitrdrio e f = (F1,...,F,): Al — A} um mapa
polinomial com Fi,..., F, € k[X1,...,X,]. Sejam Yi,...,Y, novo sistema
de varidveis e considere o ideal I

I=Yi—F,....Yy—F) Ck[X1,..., X, Y1,....Y,].

Fixe a ordem monomial lexicogréfica em k[X1,..., Xy, Y1,...,Y,] com
Xi1>Xo> - >Xp >V > - >V h

impa
'Van den Essen - A criterion to decide if a polynomial map is invertible anw
to compute the inverse
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Mapas polinomiais em Ayl
Mapas polinomiais rerti d pollnul’nl'n&.

Mapas Kelle1 e Conjectura do Jacobiano

Bases de Grobner: critério para invertibilidade

Seja k um corpo arbitrdrio e f = (F1,...,F,): Al — A} um mapa
polinomial com Fi,..., F, € k[X1,...,X,]. Sejam Yi,...,Y, novo sistema
de varidveis e considere o ideal I

I=Yi—F,....Yy—F) Ck[X1,..., X, Y1,....Y,].

Fixe a ordem monomial lexicogréfica em k[X1,..., Xy, Y1,...,Y,] com
Xi>Xe> - >X,>Y,>--->1!

Teorema (Van den Essen)

Seja B a base de Grobner reduzida para I. Entdo,

o f € invertivel se e somente se
B={Xi—-Gi(Y1,...,Yn),...,. Xn — Gn(Y1,...,Yo)}.

o Se f éinvertivel entao g = (G1,...,Gyn): Al — A} € a inversa de f.

impa
'Van den Essen - A criterion to decide if a polynomial map is invertible anw
to compute the inverse

on Mendson Mapas polinomiais e dominios unimodulares
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Mapas polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Exemplo

ring r = 0,(X(1),X(2),Y(2),Y(1)).Ip;

poly F = X(1)**24+X(1)+X(2); poly G = X(1)**2+X(2);
ideal I = Y(1)-F, Y(2)-G;

ideal J = std(I);

J;

J= X(2)+Y(2)? =2+ Y(2)x Y (1) — Y(2) + Y (1)?
J2l=X1)+Y(2)-Y(1)

Assim, a inversa do mapa polinomial

F=(X°+X+Y,X°4+Y): A2 — A2
g=(X-Y,Y +2XY - X*-Y?): AZ — AZ
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Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Ott-Heinrich Keller (1906-1990)

Em Ganze Cremona—Transformationen - 1939 formula?:

Problema de Keller

Sejam Fu, ..., F, € Z[X1,..., X,] polinomios tal det Jr = 1. Segue que X;
pode ser escrito como polinémios em Fi, ..., F, a coeficientes em Z?

impa ,

?Keller: MacTutor

Mapas polinomiais e dominios unimodulares


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Keller/

Mapas polinomiais em Ayl
s polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Conjectura do Jacobiano

“It seems to me that it will be worthwhile to investigate this question ,
however even in the plane it seems to be very difficult
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Conjectura do Jacobiano

“It seems to me that it will be worthwhile to investigate this question ,
however even in the plane it seems to be very difficult

Conjectura do Jacobiano
Sejam n € Zs1 e f = (Fi,...,Fn): At — A% um mapa polinomial Keller.
Entao, f € invertivel.

impa ,
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Mapas polinomiais em A}
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Conjectura do Jacobiano

“It seems to me that it will be worthwhile to investigate this question ,
however even in the plane it seems to be very difficult

Conjectura do Jacobiano

Sejam n € Zs1 e f = (Fi,...,Fn): At — A% um mapa polinomial Keller.
Entao, f € invertivel.

v

¢ Seja f = (F1,...,F): Ag — A¢ um mapa polinomial Keller definido
sobre um dominio R C C. Se f € invertivel entdo a inversa estd definida
sobre R.

?[Lemma 1.1.8] Van den Essen - Polynomial Automorphisms and the Jacobian
Conjecture
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Mapas polinomiais

Unimodularid

Teorema

A Conjectura do Jacobiano € equivalente ao Problema de Keller. Mais
precisamente, se existir um contra-exemplo para a Conjectura do Jacobiano
entdo existe um mapa polinomial Keller f: At — A definido sobre Z nao
invertivel.

impa




Mapas polinomiais

Unimodularidade

Teorema

A Conjectura do Jacobiano € equivalente ao Problema de Keller. Mais
precisamente, se existir um contra-exemplo para a Conjectura do Jacobiano
entdo existe um mapa polinomial Keller f: At — A definido sobre Z nao
invertivel.

Dado um mapa polinomial f = (Fi,...,Fn): A} — A} definimos o grau
inferior e superior pondo

deg(f) = min{deg(F1),...,deg(Fn)},

Deg(f) = max{deg(F1),...,deg(Fn)}.
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Mapas polinomiais

Unimodularidade

Teorema

A Conjectura do Jacobiano € equivalente ao Problema de Keller. Mais
precisamente, se existir um contra-exemplo para a Conjectura do Jacobiano
entdo existe um mapa polinomial Keller f: At — A definido sobre Z nao
invertivel.

Dado um mapa polinomial f = (Fi,...,Fn): A} — A} definimos o grau
inferior e superior pondo

deg(f) = min{deg(F1),...,deg(Fn)},

Deg(f) = max{deg(F1),...,deg(Fn)}.

Conjectura do Jacobiano:
o Deg(f) = 1: dlgebra linear.
o Deg(f) = 2: um pouco mais fino, mas simples.
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bas polinomiais em A
Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos

Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Proposigdo (Wang)

Seja f = (Fi,...,Fn): A¢ — A¢ um mapa polinomial Keller com
Deg(f) = 2. Entdo, f é invertivel.
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Mapas polinomiais em Ayl

Mapas polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Grau dois

Proposigdo (Wang)

Seja f = (Fi,...,Fn): A¢ — A¢ um mapa polinomial Keller com
Deg(f) = 2. Entdo, f é invertivel.

Argumento: Suponha que f nao seja invertivel. Pelo Teorema de
Cynk-Rusek temos que f ndo é injetivo. Dai, podemos supor que
f(0) = f(h) para algum h # 0. Defina ¢ = 1/2 e escreva f = f1 + fo
decomposi¢ao homogénea. Note que

_OTH(M) + T ()], _ Of(Th)

0= fi(h)+2-c-fa(h) = ar lr=c = T |r=c = J¢(c-h)-h

o que constradiz a condigao det Jy € C*.

impa ,
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Mapas polinomiais em Ai:

\s polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos
Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Reducao ao grau trés

O fato surpreendente é que para demonstrar a Conjectura do Jacobiano é
suficiente considerar mapas polinomiais Keller de grau trés

impa
3Bass, Connell, Wright - The Jacobian Conjecture: Reduction of degree and‘
Formal Expansion of the Inverse
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Mapas polinomiais em Ay
polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos

Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Redugao ao grau trés

O fato surpreendente é que para demonstrar a Conjectura do Jacobiano é
suficiente considerar mapas polinomiais Keller de grau trés

Se a Conjectura do Jacobiano € verdadeira para todos os mapas polinomiais
f=F1,...,Fn): A — AE com Deg(f) <3 en € Z>1 entio a
Congectura do Jacobiano € verdadeira.

impa
3Bass, Connell, Wright - The Jacobian Conjecture: Reduction of degree and”
Formal Expansion of the Inverse
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Mapas polinomiais em Ay
polinomiais Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos

Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Redugao ao grau trés

O fato surpreendente é que para demonstrar a Conjectura do Jacobiano é
suficiente considerar mapas polinomiais Keller de grau trés

Se a Conjectura do Jacobiano € verdadeira para todos os mapas polinomiais
f=F1,...,Fn): A — AE com Deg(f) <3 en € Z>1 entio a
Congectura do Jacobiano € verdadeira.

Ideia: Aumentar a dimensio e usar mapas elementares para reduzir o grau.

impa
3Bass, Connell, Wright - The Jacobian Conjecture: Reduction of degree and”
Formal Expansion of the Inverse
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Mapas polinomiais em A}
s polinon s Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos

Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Redugao ao grau trés

O fato surpreendente é que para demonstrar a Conjectura do Jacobiano é
suficiente considerar mapas polinomiais Keller de grau trés

Se a Conjectura do Jacobiano € verdadeira para todos os mapas polinomiais
f=F1,...,Fn): A — AE com Deg(f) <3 en € Z>1 entio a
Congectura do Jacobiano € verdadeira.

Ideia: Aumentar a dimensio e usar mapas elementares para reduzir o grau.

Mapas elementares: Mapas polinomiais e = (E1,..., Ey): Ag — A tal
que existe 1 <4 < n com

Ei=Xi4+A(X1,...,.Xi,...,.Xn) e E;j=X; (j#1)

para algum A; € k[ X, ... ,X’i,...,Xn}.

impa
3Bass, Connell, Wright - The Jacobian Conjecture: Reduction of degree and”
Formal Expansion of the Inverse
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Mapas polinomiais em Ayl
Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos

Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Reducao ao grau trés

Extensao de mapas: Dados | € Z~ a l-extensao de um mapa polinomial
f=(F,...,F,): A: — A% é o mapa polinomial fIl em A2 que associa
(1,00) € A% x AL em (f(az), az).

Seja f = (Fi,...,Fn): Ag — A¢ um mapa polinomial. Entao, existem
l € Z>o e mapas elementares ey, ez : A{C‘H — Ag“ tais que

el o fm o ez

tem grau no mdzrimo trés.

impa ,
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Mapas polinomiais em Ai:
Mapas polinomis Invertibilidade de mapas polinomiais
Alguns resultados conhecidos

Mapas Keller e Conjectura do Jacobiano

Reducao ao grau trés

Extensao de mapas: Dados | € Z~ a l-extensao de um mapa polinomial
f=(F,...,F,): A: — A% é o mapa polinomial fIl em AZT! que associa
(1,00) € A% x AL em (f(az), az).

Seja f = (Fi,...,Fn): Ag — A¢ um mapa polinomial. Entao, existem
l € Z>o e mapas elementares eq,ea: AR — AT tais que

el o fm o ez

tem grau no mdzrimo trés.

Idéia de Argumento: Suponha que exista monoémio M de grau pelo
menos quatro em Fi. Entao, podemos escrever M = PQ com deg(P) = 2.
Considere os mapas elementares:

e = (Xl,...,Xn,Yl +P,Y2+Q) €eg = (Xl _Yly:z,XQ,...,Xn,Yl,YQ).

Considerando e o £ o e5 resulta um mapa polinomial com controle do  impa
grau, mais varidveis e tal que M néo ocorre em f (21 ”
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Dominios unimodulares

(R, m,k) = um dominio local com ideal maximal m, corpo residuo k = R/m
e com corpo de fragdes K.

Dado um mapa polinomial f = (F1,..., Fn): Az — A% dizemos que f
estd definido sobre R se Fi,...,F, € R[X1,...,Xx].

impa ,
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X . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Dominios unimodulares

(R, m,k) = um dominio local com ideal maximal m, corpo residuo k = R/m
e com corpo de fragdes K.

Dado um mapa polinomial f = (F1,..., Fp): A% — A% dizemos que f
estd definido sobre R se Fi,...,F, € R[X1,...,Xx].

Dizemos que R € um dominio unimodular se satisfaz a sequinte
propriedade.
o Para qualquer mapa polinomial Keller f = (F1,..., Fy): AZz — A%
(n > 1) definido sobre R o mapa polinomial induzido por passagem ao
quociente
fok: K" — k"
€ nao nulo. J

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Exemplos

Seja (R, m,k) um dominio local e suponha que k € infinito. Entao, R € um
dominio unimodular.

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Exemplos

Proposicao

Seja (R, m,k) um dominio local e suponha que k € infinito. Entao, R € um
dominio unimodular.

Demonstracao.

| \

De fato, seja f: Az — AZ(n > 1) um mapa polinomial Keller tal que
(f ®k)(z1,...,2n) = 0 para todo (z1,...,zn) € k™. Entdo, como k é

infinito temos que f ® k = 0 e dai segue que todos os coeficientes de f estdao
no ideal maximal m, o que contradiz a condigao de Keller.

O
v

impa ,
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X . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Exemplos

Seja (R, m,k) um dominio local e suponha que k € infinito. Entao, R € um
dominio unimodular.

Demonstracao.

| A\

De fato, seja f: Az — AZ(n > 1) um mapa polinomial Keller tal que
(f ®k)(z1,...,2n) = 0 para todo (z1,...,zn) € k™. Entdo, como k é
infinito temos que f ® k = 0 e dai segue que todos os coeficientes de f estdao

no ideal maximal m, o que contradiz a condicao de Keller. O
o

Exemplo
O dominio local (Fp[[T]], TF,[[T]],Fp) ndo é unimodular. De fato, considere

omapafz(X1—Xf,...,Xn—X£):A];;((7T))—>A];;((7T)).

v

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Unimodularidade

char(R) char(k) k unimodular
0 P infinito sim
0 P finito 7777
0 0 infinito sim
P P finito nao
p p infinito sim

impa ,
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X . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Unimodularidade

char(R) char(k) k unimodular
0 P infinito sim
0 P finito 7777
0 0 infinito sim
P P finito nao
P P infinito sim

Conjectura Unimodular (Essen-Lipton)

¢ Qualquer dominio local de caracateristica zero € unimodular.

“Van den Essen, Lipton - A p-adic approach to the Jacobian Conjecture

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

jacobiano = unimodular

Suponha que a Conjectura do Jacobiano seja verdadeira. Entdo, qualquer
dominio local de caracteristica zero é unimodular.

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

jacobiano = unimodular

Proposicao

Suponha que a Conjectura do Jacobiano seja verdadeira. Entdo, qualquer
dominio local de caracteristica zero é unimodular.

Demonstragao.

| A\

Sejam (R, m, k) um dominio local de caracateristica zero com corpo de
fragoes K e f = (F1,...,Fn): A% — A% um mapa polinomial Keller.
Como a Conjectura do Jacobiano é verdadeira, existe a inversa
g=(G1,...,Gr) de f. Agora, reduzindo médulo m as identidades
gof=Xe fog=Y vemos que f mod m é uma bijegao. O




X . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Dominios d-unimodulares

Sejam (R, m, k) um dominio local e d € Z~¢. Dizemos que R é
d-unimodular se satisfaz a sequinte condi¢do:

o Para qualquer mapa polinomial Keller f = (F1,..., Fn): A%z — A%
(n > 1) definido sobre R com deg(f) < d é tal que o mapa polinomial
induzido por passagem ao quociente

fek: kK" — k"

é nao nulo.

impa ,
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X . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Dominios d-unimodulares

Sejam (R, m, k) um dominio local e d € Z~¢. Dizemos que R é
d-unimodular se satisfaz a sequinte condi¢do:

o Para qualquer mapa polinomial Keller f = (F1,..., Fn): A%z — A%
(n > 1) definido sobre R com deg(f) < d é tal que o mapa polinomial
induzido por passagem ao quociente

fek: kK" — k"

é nao nulo.

Lembrar:
deg(f) = min{deg(F1)...,deg(Fn)}

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

[Fy-pontos em hipersuperficies

igualdade de Ore

¢ Seja F € Fg[X1,...,Xn] um polinémio nao nulo de grau d > 1 e seja
X = Z(F) C A; a variedade afim correspondente. Entdo, vale
q

#X(Fy) < deg(F)q" "

“Ghorpade - A Note on Nullstellensatz over Finite Fields — R. Lidl and H.
Niederreiter Finite Fields

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

[Fy-pontos em hipersuperficies

Desigualdade de Ore

¢ Seja F € Fg[X1,...,Xn] um polinémio nao nulo de grau d > 1 e seja

X=Z(F)C A%Lq a variedade afim correspondente. Entao, vale
#X(Fy) < deg(F)g" .

“Ghorpade - A Note on Nullstellensatz over Finite Fields — R. Lidl and H.
Niederreiter Finite Fields

Argumento: Se n =1 ou d = deg(f) = 1 entdo o resultado é claro.
Procedemos por indugao no par (n,d). Suponha n,d > 1 e que o resultado
é verdadeiro para polinémios com no maximo n-varidveis e de grau menor
do que d e para polinébmios com no maximo n — 1 varidveis e de grau no
méximo d. Devemos mostrar que vale para o par (n,d). Seja

F € Fy[X1,...,X,] um polinémio de grau d.

impa ,
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Dominios unimodulares

Unimodularidade

Consideremos os casos:

impa ,
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Dominios unimodulares

Unimodularidade

Consideremos os casos:

@ X —c divide F para algum c¢ € F;: podemos escrever F' = (X1 — ¢)G
para G € Fy[X1,..., X,] de grau menor que d. Assim, pela hipStese de
indugdo temos que o nimero de solucoes de F' = 0 sobre F,; é no
maximo

n—1 n—1 n—1
¢ +(d=-1)¢" =dg

impa ,
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Dominios unimodulares

Unimodularidade

Consideremos os casos:

@ X —c divide F para algum c¢ € F;: podemos escrever F' = (X1 — ¢)G
para G € Fy[X1,..., X,] de grau menor que d. Assim, pela hipStese de
indugdo temos que o nimero de solucoes de F' = 0 sobre F,; é no
maximo

n—1 n—1 n—1
¢ +(d=-1)¢" =dg

@ Xi — c nao divide F seja qual for ¢ € Fy: para todo ¢ € Fy temos o
polinémio F(c, Xa,...,Xn) € Fq[X2,..., Xn] em n — 1 varidveis. Pela
hipétese de indugao sabemos que fixado ¢ € F,; temos no maximo
dq™™? solugdes em F,. Dai, resulta que o nimero de solucdes de F = 0
é no maximo

q.dqn—Z — dqn—l

impa ,

Mapas polinomiais e dominios unimodulares



Dominios unimodulares

Unimodularidade

Seja (R, m,k) um dominio local com k finito de cardinalidade q. Entao, R é
q — 1-unimodular.

impa ,
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Dominios unimodulares

Unimodularidade

Seja (R, m,k) um dominio local com k finito de cardinalidade q. Entao, R é
q — 1-unimodular.

Demonstracao.

Seja f = (F1,...,Fn): A%z — A% um mapa polinomial Keller e suponha
que degg'l) < gq. Por redugdo médulo m de F; obtemos a hipersuperficie

X = Z(F1) em A} e pela Desigualdade de Ore resulta que f ® k ndo se
anula em k™ ja que

#X(Fp) < deg(F1)q" ™ < q".

Mapas polinomiais e dominios unimodulares



Dominios unimodulares

Unimodularidade

Seja (R, m,k) um dominio local com k finito de cardinalidade q. Entao, R é
q — 1-unimodular.

Demonstracao.

Seja f = (F1,...,Fn): A%z — A% um mapa polinomial Keller e suponha
que degg'l) < gq. Por redugdo médulo m de F; obtemos a hipersuperficie

X = Z(F1) em A} e pela Desigualdade de Ore resulta que f ® k ndo se
anula em k™ ja que

#X(Fp) < deg(F1)q" ™ < q".

Nota: Esse é o melhor resultado para (F,[[T]], TF,[[T]],Fp).

Mapas polinomiais e dominios unimodulares



X . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Conjectura do Jacobiano do ponto de vista aritmético

Sejam (R, m, k) um anel de valoragio completo com corpo de fragies K e

[ =(F,...,Fn): Al — A% um mapa polinomial Keller definido sobre R.
Se O € uma R-dlgebra denote por X (O) o conjunto de O-pontos do esquema
X = Spec(R[X1, ..., Xn]|/{F1,...,Fn)). Entao, ezriste uma bijecao:

X(R) = X (k)

impa ,
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X . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Conjectura do Jacobiano do ponto de vista aritmético

Sejam (R, m, k) um anel de valoragio completo com corpo de fragies K e

[ =(F,...,Fn): Al — A% um mapa polinomial Keller definido sobre R.
Se O € uma R-dlgebra denote por X (O) o conjunto de O-pontos do esquema
X = Spec(R[X1, ..., Xn]|/{F1,...,Fn)). Entao, ezriste uma bijecao:

X(R) = X (k)

Argumento: Como f é um mapa Keller temos que ord(det J¢(«)) = 0 para
qualquer a € R". A bijegao é dada explicitamente do seguinte modo: Para

cada a € R"™ obtemos ¢(a) € k™ o k-ponto obtido por redu¢ao médulo m. O
Lema de Hensel* garante que a aplicacdo ¢: X(R) — X (k) é uma bijecio.

impa ,

4Marvin J. Greenberg - Lectures on forms in many variables
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Conjectura do Jacobiano do ponto de vista aritmético

A Conjectura do Jacobiano € verdadeira se e somente se o anel dos inteiros
p-ddicos, Zy, € unimodular para uma infinidade de primos p.

impa

E’Zp = anel dos inteiros p-adicos = completamento de Z sobre o ideal maximal (p)
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Conjectura do Jacobiano do ponto de vista aritmético

A Conjectura do Jacobiano € verdadeira se e somente se o anel dos inteiros
p-ddicos, Zy, € unimodular para uma infinidade de primos p.

Nota: Nao é conhecido exemplos de primos p tais que Z, é unimodular.
Por exemplo, p = 2 é unimodular?®

impa

E’Zp = anel dos inteiros p-adicos = completamento de Z sobre o ideal maximal (p)

Mapas polinomiais e dominios unimodulares



lapas polinomia
Unimodularidade

ectura do Jacobiano do ponto de vista aritmético

Teorema
A Conjectura do Jacobiano € verdadeira se e somente se o anel dos inteiros

p-ddicos, Ly, € unimodular para wuma infinidade de primos p.

Nota: Nao é conhecido exemplos de primos p tais que Z, é unimodular.
Por exemplo, p = 2 é unimodular?®

Observagao

Pela observacdes anteriores temos que a Conjectura do Jacobiano €
equivalente ao sequinte: para uma infinidade de primos p temos que
o Para qualquer n € Z>o e polinémios Fi,...,Fn € Zp[X1,...,Xn] com
det Jp = 1 temos que
#X(Zp) < p"

onde X = Spec(Zp[X1, ..., Xn]/(F1,...,Fn)).

impa

e 24

‘F’Zp = anel dos inteiros p-adicos = completamento de Z sobre o ideal maximal (p)
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Teorema (Essen-Liy

A Conjectura do Jacobiano € verdadeira se e somente se o anel dos inteiros
p-ddicos, Zyp, € unimodular para quase todos os primos p.

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Teorema (Essen-Lipton)

A Conjectura do Jacobiano € verdadeira se e somente se o anel dos inteiros
p-ddicos, Zyp, € unimodular para quase todos os primos p.

¢ Seja R um dominio de ideais principais com corpo de fragoes K. Seja
f=(F1,...,Fn): A — A% wm mapa polinomial Keller definido sobre R
e suponha que f nao seja injetivo sobre R. Entdo, para todo m € Zs1 existe
um mapa Keller gm: Az — A% definido sobre R com #gm (a) > m para
algum o € R™.

?[Theorem 4.5.5] Crachiola, Essen, Kuroda - Polynomial Automorphisms and the
Jacobian Conjecture: New Results from the Beginning of the 21st Century

y

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Argumento (Essen-Lipton)

Passo 1: Por resultados anteriores sabemos que para provar a Conjectura
do Jacobiano é suficiente considerar mapas polinomiais Keller definidos
sobre Z. Suponha que Z, seja um dominio unimodular para quase todo
primo p.

impa
8[Theorem 10.3.1] Van den Essen - Polynomial Automorphisms and the ‘
Jacobian Conjecture
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Argumento (Essen-Lipton)

Passo 1: Por resultados anteriores sabemos que para provar a Conjectura
do Jacobiano é suficiente considerar mapas polinomiais Keller definidos
sobre Z. Suponha que Z, seja um dominio unimodular para quase todo
primo p.

Passo 2: Seja f = (F1,...,Fy): Ag — Ag um mapa polinomial Keller
definido sobre Z que néo é invertivel. Entdo, sabemos que f néo é injetivo e
assim existem a1, az € Ag distintos tais que f(a1) = f(az2). Seja

R = Z]ou, az2] a Z-algebra obtida por ajuncéo.

impa
8[Theorem 10.3.1] Van den Essen - Polynomial Automorphisms and the ‘
Jacobian Conjecture
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Argumento (Essen-Lipton)

Passo 1: Por resultados anteriores sabemos que para provar a Conjectura
do Jacobiano é suficiente considerar mapas polinomiais Keller definidos
sobre Z. Suponha que Z, seja um dominio unimodular para quase todo
primo p.

Passo 2: Seja f = (F1,...,Fy): Ag — Ag um mapa polinomial Keller
definido sobre Z que néo é invertivel. Entdo, sabemos que f néo é injetivo e
assim existem a1, a2 € A distintos tais que f(a1) = f(az2). Seja

R = Z[au, az2] a Z-algebra obtida por ajungéo.

Passo 3: Pelo Lema da Imersao® garantimos que R se injeta em Z, para
uma infinidade de primos p. Escolha p tal que Z, é unimodular. Assim,
podemos encarar f como um mapa polinomial Keller definido sobre Z, que
nao é injetivo.

impa
8[Theorem 10.3.1] Van den Essen - Polynomial Automorphisms and the ‘
Jacobian Conjecture
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Argumento (Essen-Lipton)

Passo 1: Por resultados anteriores sabemos que para provar a Conjectura
do Jacobiano é suficiente considerar mapas polinomiais Keller definidos
sobre Z. Suponha que Z, seja um dominio unimodular para quase todo
primo p.

Passo 2: Seja f = (F1,...,Fy): Ag — Ag um mapa polinomial Keller
definido sobre Z que néo é invertivel. Entdo, sabemos que f néo é injetivo e
assim existem a1, a2 € A distintos tais que f(a1) = f(az2). Seja

R = Z[au, az2] a Z-algebra obtida por ajungéo.

Passo 3: Pelo Lema da Imersao® garantimos que R se injeta em Z, para
uma infinidade de primos p. Escolha p tal que Z, é unimodular. Assim,
podemos encarar f como um mapa polinomial Keller definido sobre Z, que
nao é injetivo.

Passo 4: O fato anterior implica que existe um mapa Keller g definido
sobre Z, tendo uma fibra com p™ + 1 elementos. Mas, isso é uma
contradicao ja que o Lema de Hensel implica que toda fibra tem no maximo
p" elementos.

impa
8[Theorem 10.3.1] Van den Essen - Polynomial Automorphisms and the ‘
Jacobian Conjecture
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Comentarios finais: reducao para tnico primo?

Um dominio R é dito Keller se

o Para qualquer n > 1 e polinémios Fi,..., F, € R[X1,...,X,]
satisfazendo det Jp = 1 temos que o R-médulo

RIX1, ..., Xu]/(Fy, ... Fy)

é finitamente gerado.

impa ,
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Comentarios finais: reducao para tnico primo?

Um dominio R é dito Keller se

o Para qualquer n > 1 e polinémios Fi,..., F, € R[Xq,...

satisfazendo det Jp = 1 temos que o R-médulo
R[X1, ..., X,]/(F1, ..., Fy)

é finitamente gerado.

Qualquer corpo algebricamente fechado k é Keller.

7X"]
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Dominios unimodulares

Unimodularidade

Comentarios finais: reducao para tnico primo?

Um dominio R é dito Keller se
o Para qualquer n > 1 e polindmios Fi,..., F, € R[X1,...,Xx]
satisfazendo det Jp = 1 temos que o R-médulo

RIX1,..., Xa]/(Fy, ..., Fy)

é finitamente gerado.

Qualquer corpo algebricamente fechado k é Keller. l

Argumento: Sejam Fi,..., F, € k[X1,..., X,] polindmios satisfazendo a
condigdo det Jp = 1. Seja A =k[X1,..., X,]|/(F1,..., F,). Pela teoria da
dimens&o de anéis locais sabemos que para qualquer ideal maximal

m € Spm(R) vale dim Ay < dimy T onde Ty = Homy (m/m? k). Pelo
critério do Jacobiano temos

dimy Tn = n — rank(Jr @ k(m)) =n—n =0.

Assim, concluimos que dim Ry, = 0. Em particular, dim R = 0 de modo qu%
R é uma k-dlgebra artiniana. Dai, dimy R < oco.
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Comentarios finais: reducao para tnico primo?

Problema,

Seja (R, m, k) um anel de valoragdo discreta de caracteristica zero com k
finito. O dominio R é Keller?
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. . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Comentarios finais: reducao para tnico primo?

Seja (R, m, k) um anel de valoragdo discreta de caracteristica zero com k
finito. O dominio R é Keller?

Exemplo

O dominio local (R, m,k) = (F,[[T]], TF,[[T]],Fp) nao é Keller. De fato,
tome F = TX? — X. Entdo o quociente R/(F) ndo ¢é finitamente gerado
como R-mddulo, jd que X mdao € inteiro sobre F,[[T]].

| \

N,

Aplicacgoes:
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X . Dominios unimodulares
Unimodularidade

Comentarios finais: reducao para tnico primo?

Seja (R, m, k) um anel de valoragdo discreta de caracteristica zero com k
finito. O dominio R é Keller?

Exemplo

O dominio local (R, m,k) = (F,[[T]], TF,[[T]],Fp) nao é Keller. De fato,
tome F = TX? — X. Entdo o quociente R/(F) ndo ¢é finitamente gerado
como R-mddulo, jd que X mdao € inteiro sobre F,[[T]].

| A

N,

Aplicacgoes:

Suponha que a resposta para o problema acima é SIM. Se Z, é unimodular
para algum primo p entao a Conjectura do Jacobiano é verdadeira.
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Unimodularidade

Obrigado :-)
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